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1. YBO/J
1.1. IOJAM INOD®AHTOBE JEJHAYMHE

“Y jemHoj 3emJpM Jlanekor MCTOKa XHBEO je HEKaJ jelaH Kpasb, KOjH je
cBake HOhM y3MMao HOBY JkeHy W ciencher jyrpa HapehuBao nma je moryoe.
[Tocne Hexkor BpeMeHa JbyAu Cy MOCTAJIM CMPTHO YIUIAIICHH, jep je J07a3H0 pex
U Ha muxoBe khepu na mo jeany Hoh Oyay kpassuue. Tama Ilexepesana, xhep
KpaJbeBOT CaBETHHKA, KOja je Onia Mypa Kao M BEeH OTall, 3aMOJIH Olla JIa ¥ OHa
MOCTaHe KpaJbeBa JKEeHa U Ja ca cOOOM Kao MpaTuiby MOBeEJIE CBOjY cecTpy. ben
oTarl je OWo 3amameH TaKBOM MOJIOOM, aJld je 3Hao na je merosa kKhep TOIMKo
MyJpa J1a O¥ MOTJia YYUHHUTH KPaj TOM CTPAIIHOM KpaJbeBOM IMoHaIamy. M tako
ce merosa khep lllexepeszana BeHuana ca KpajbeM.

IMocne Beuepe lllexepesana je 3amomiiia Kpajba Jla C€ ONPOCTH Ca CBOjOM
cectpoM. Kana je Illexepesamnua cectpa ymmia, 3atpaxuia je nma joj llexepe-
3aJa UCTpHya jeAHy of meHuxX npernenux Oajku. lllexepesanma je mouena aa
npuya jeqHy 0ajky, a KaJa je 3aBpLIMia, Kpajb je Ouo Tonuko ycxwheH, 1a je
XTeO J1a vyje jour jenHy npuuy. Tako je Illexepesana u3z Hohu y Hoh — 1001 HOR
npuYaja Kpajby MO TpH WiM ner Oajku. Y MelhyBpeMeHy je Kpasb 3aBOJICO
[lexepe3axy, MOMTELO jOj KUBOT, a OHA MY j€ TI0JIapHiia Tpoje mere’”.

Tako cy Hactane dyBeHe Oajke W3 XWJbady U jenHe HOhH, anu U ApeBHH
MaTeMaTH4YKH MPOOJIeMH:

HIPUMEP 1. Konuxo 6u nohu é6uno nompebno Illexepezaou oa ucnpuua
1001 bajxy ako 6u y moxy nexkux nohu npuuanra no 5 6ajku, a y moxky ocmanux
nohu no 3 bajxe ?

TIPUMEP 2. Konuko Hajeuwie, a KOIUKO Hajmarbe Hohu je Ouno nompeoro
Llexepeszaou da ucnpuua 1001 6ajky, npuuajyhu no 3, oonocno 5 bajku 3a jeouny
HOR ?

HIPUMEP 3. Ha xonuko pazmuvumux Hauuua je lllexepezaoa moena oa
ucnpuua 1001 bajky, y3 ycnos 0a wekux 0ama npuda no 3, a HeKux 0aHa no 5
oajxu ?

Axko ce Opoj mana y kojuma je lllexepesama mpuuana mo 3 6ajke
03HAYH ca X, a Opoj gana y kojuma je lllexepesana mpuyana o 5 6ajku ca
y, oHJa ce pobiemu 1, 2. 1 3. MOry MOJETUpPATH jeTHAYUNHOM

3x + 5y = 1001.

OuurnenHo je na cy OpojeBU X M 'y HEHEraTUBHU 1eNiu OpojeBH, jep
Opoj naHa He MOXe OWUTH HU pallMOHAaJIaH, HA HEeTaTHBaH.



1. VBox — 1.1. Ilojam InodanToBe jeqHaunne

Pememe mpobiema 1, 2. u 3. ce Taga cBoau Ha ciieficha muTama:

= Jla nu je yommTe Moryhe pemuTH AaTy jeAHaYMHY U aKO jeCTe KaKo TO
YpaJInTH, a aKO HHje, KaKO TOKa3aTH JIa jeJHaYNHA HeMa pelrema 7

= Opmpenuty “HajMame’”, OTHOCHO “HajBehe” peniewe nare jenHaunHe ?

= Konmko yKyImHO pelermna uMa Jaara jeqHadinHa ?

Amnanu3y 3aciyxyje u cienehu npoGnem:

IHIPUMEP 4. Ilocmoju au keaoap uuju cy mepru Opojesu usuya yeiu
bpojesu, a dujazonana keaopa je 65 cm ?

AKO ce uBHIE TOT KBajpa oOenexe ca a, b U ¢, OHAa ce KopHIIhemeM
IIutaropune TeopeMe A00Hja aa je
a’+b’+ ¢’ = 65" = 4225.

Omner je W3 ycnoBa 3ajaTka jacCHO Jla cy TpakeHH OpojeBu a, b U c
NpUPOJHH, alu ce oneT Hamehy u cieneha nurama:

= Jla v TaKkaB KBajap yOIIITe TOCTOj! 7
= AKO IOCTOjU KOJIUKE CY HETOBE MBHIIC U KAKO WX M3padyHaATH ?
= Jla ¥ TIOCTOjW caMoO je/IaH WIIM BHIIIEC TAKBUX KBagapa ?

HIPUMEP 5. Onoska kowima noia ounapa, symuya jedan ouHnap, a
ceecka 5 ounapa. [la nu je moeyhe 3a mauno 100 ounapa xynumu mauno 100
npeomema?

Axko Opoj OJI0BKM O3HAYH ca X, Opoj T'yMHIIa ca Y ¥ Opoj CBECKH ca z, OHJa
ce mobwmja cienehn cucTeM jeTHaYnHa:

x+y+z=100
%x+y+52:100.

JloGujene jequaunse cy npumepu JIHo(paHTOBHX jexHAYHHA .

Haxie, anrebapcke jeqJHaYMHE WM CHCTEMH alre0apcKuX jeAHadYnHa ca
parMoHATHIM KOe(DHIMjEHTHMAa YHja peliemha TPUTANajy CKYIMy MHeaux (Wiau
paumMoHamHMX) OpojeBa, WM HEKOM OJ HETOBHX IOJACKYIIOBa HA3WBAjy ce
anrebapckuM JlnodaHnToBUM jeTHAYNHAMA.

' Ilmodant AneKcaHAPHjCKH je MOCIeaEH BEHMKN aHTHYKH MATEMATHYAp U 3. BeKa HOBE epe,

a IIPBU KOjU C€ CHCTEeMaTHYHO 0aBHO jeHaYMHaMa ca IeJT00POjHUM penlemhuMa.



1. VBox — 1.1. Ilojam nocanToBe jenHaINHE

IIpBa on HaBeneHMX jemHAYWHA je JuHEeapHa J[nodaHToBa jemHaumHA ca
JBe mpoMeHsbuBe. Jlpyra jenHaunnHa je kBajpartHa J[nodaHTOBa jeqHaunMHA ca
TpHU MPOMEHJBUBE, a Tpeha je cucteMm ox aBe nMuHeapHe /[nodaHToBe jemHAYNHE
ca TpU IPOMECHJbUBE.

OO6u4YHO ce TpeTnocTaBiba na JlnodanToBa jefHaYNHA UMa JIBE WK BHUIIIC
MPOMEHJBUBUX, a Ja cUcTeM J[ModaHTOBUX jeHaYMHA MMa BUIIIE HETIO3HATUX
HETO jeTHaYnHa.

Mebhytum, cnenehn npumepu he moka3aTé er3UCTEHLN]Y U HEKUX APYTHX
BpcTa JlnodhaHTOBUX jemHAYMHA U TpoOIIeMa:

HIPUMEP 6. Oo0pedumu uemupu y3acmonua npupooxa bpoja maxea oa
Jje 30up xybosa npea mpu 6poja jeOHax 4emepmom.

OuurienHo ce paay O jeTHAYHHU X + x+ 1)3 + (X + 2)3 =(x+ 3)3 Koja
jecre luodanToBa, aau ca jeTHOM IPOMEHIEUBOM.

HIPUMEP 7. Pewumu jeOnauuny ¥ +1=2"ako Ccy X Uy npupooHu
bpojesu.

Jata jemnaumna jecte JlmodanToBa amu HUje anredapcka, Beh ekcroHe-
HIMjaJIHa, jep Ce Helo3HaTa y Hala3u y eKCIIOHEHTY.

Yommreno, popmynom @ ( Xy, Xo, ..., X, ) = 0 THE CY X1, X2, ...p Xp
1enobpojHe (WIH palUOHAIHE) POMEHJbHBE, N IpHPOaH 6poj 1 @ (yHkimja’
JaTUX MPOMEHJBUBHUX, nedrHUcana je jenHa JlmodhaHnToBa jeqHadnHA.

JIomen ose JInodanTtose jeanaunue je ckym Z' (wim Q" ako ce pagu o
paIrMOHATHAM TTPOMECHJHHBUM ).

Pemewe [uodanrose jeqnaunne @ ( X, X, ..., X, ) = 0, je cBaka ypehena
n — TOpKa nenux (Wiu panuoHamHux) Opojesa (0, Oy, ... , O, ) KOja 3aI0BOJbaBa
jemnakoct: @ (0, Oy, ..., 0, ) =0.

Axkoje oy =1 (p,q, 1, ...), =5, q 1 ..), ..., &G =f, (p, q, 1, ...)
(p, g, T, ... Cy 1IeTOOPOjHU TTapaMeTpu) oHAa je (Cly, Oy, ..., O, ) OMIITE PEIICHE
JlaTe jeTHAYHHE.

HIPUMEP 8. Axo cy x u y yeau 6pojesu Koauxo peuierba umajy cieoehe
jeomauune: a) x*+y°=3; b) X’ +)°=5 ¢) X’ +2y=24.

> Hajuemhe je Ta QyHKimja anrebapcka ca palHOHATHUM KOSDUIMjEHTHMA , 1A Ce

roBopu o anrebapcknum JnodantoBum jenHaunHama. Mel)yTim, HICY peTKe HA
excroHeHIMjanHe J(nodanToBe jeHaYNHE Kao U jefHaYNHE KOje Cy 3a/1aTe
tdopmynom @ ( Xy, Xy, ..., X,) =0, Te je @ Heka cirokeHa QyHKIH]jA.
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OuurnenHo je Ja mpBa jeJHaYMHA HEMa LEIOOPOjHUX pelIea, jep He
MOCTOj€ Ieu OpojeBH uMju je 30up KBamparta 3.

Hpyra jenqraunna uMa 9etupu pemema: (2, 1); (2, -1); (-2, 1); (-2, -1).

Kako je y Tpehoj jemsaunan x* = 24 — 2y = 2(12 — y), To X Mopa GuTH
napas 6poj, Tj. X = 2K, rae je K Heku meo 6poj. Tama je 4k° = 24 — 2y, ma je
y=12-x%

dopmynama x = 2k, y = 12 — 2k’ Taza je aTo OIIITE PElICIbe jeAHAUHHE,
M jacHO je Ja 3a CBaKO K M3 CKyIa Ieaux OpojeBa jmoOujamo ypeheHu map
(X, ¥) = (2k, 12 — 2k°) ka0 pellleme jeqHAUNHE, ITO 3HAYM A jeJHAYHHA UMA
OECKOHAYHO MHOTO PEIIeHha.

3akipydak je na JnodanTtoBe jemHaunHe MOry OMTH Oe€3 pelema, a ako
pelema jeqHauynHe MOCTOje, OHAAa UX MOXKE OMTH KOHAYHO MM OECKOHAYHO
MHOTO.

Ha ocHOBy mnperxogHMx mpuMmepa M pa3MaTpama OYHIJICTHO je Ja CY
OCHOBHA IMHUTama Be3aHa 3a JlmodaHToBe jemHauNHE:

1. Jloka3aT WK OTMIOBPTHYTH Er3UCTEHIIN]Y PEIICHha;

2. TIpebpojaTy KOJMKO YKYITHO pellerha HMa JaTa jeqHaurHa (KOHAauHO
i OECKOHaYHO MHOTO);

3. AKo jeHayMHA MMa KOHAYHO MHOTO peIllerha, OJPEANTH CBa HeHa
pemiemna;

4. Ako jemHaunHa nMa OECKOHAYHO MHOTO PEIIerha, OAPEIUTH
dhopmyIe Koje majy cBa pemema (ako je To moryhe);

5. Op cBux Moryhmx perrema HW3IABOJUTH OHA KOja 3aJ0BOJbaBAjy
rmoceOHe ycioBe (aKo Ce TO TPaXH).

OxroBopu Ha OBa MHUTama Cy YECTO BeoMa TEUIKH, To Teopuju Juoda-
HTOBUX jeIHAYMHA Jaje BeOMa BEJIMKH 3HA4Ya] U YMHM j¢ jeTHOM OJI HajHHTEepeca-
HTHUJUX y €JIEeMEHTapHO] MaTemaTui. CTpora cucTeMaTH3alldja METoJa 3a
pemaBambe [nodaHTOBHX jeqHauYMHA CHUTypHO He OM Owiia NOTHyHa, jep ce
OIIIITH TIOCTYIAaK MOKE KOHCTPYHCATH CaMO 3a HeKe Kilace jeIHauYnHa.

MelytuM, mpucyTHa je W3y3€THO BEJHMKa Pa3HOBPCHOCT Hgja Koje ce
KOPHCTE Y pa3pelllaBamy HaBEJACHUX MUTamba. 3aTo he ce y peoBruMa Koju clie/ie
MOKYIIATH ca CHCTEMATCKUM H3JIaralkbeM HEKHX, JIO0 cajla TO3HATHX, Hieja 3a
pemaBame JnodantoBuX jenHaunmHa ynMe he ce mpoOiieMaTHKa pellaBama
JnodaHTOBUX jeqHAYMHA Y W3BECHO] M MOTyhoj] MepH WIak Ha HEKW HaYWuH
CUCTEMAaTCKH MTOCMAaTPATH.



1. YBox — 1.2. MeTox pa3nikoBama clry4dajeBa

1.2. METOJI PA3JIMKOBAIA CJIVYAJEBA °

Merton pa3uKoOBama CIIydajeBa je jeZlaH O]l HajeKCIUIOaTHCAaHUjUX METOoaa
3a pelaBambe MaTeMaTHIKHAX TIpooiiema. Y Tteopuju JnodanToBux jeqHaunHa OH
HHUje cBeMoryh, anu je curypHo Hajuenthe KopumiheH, OUI0 caMOCTaTHO, OWIIO y
KOMOWHAIIMjU ca JAPYTUM MeTojama. 3aTO METO/I, IIPe U3BECHOT YOIITaBamba,
Tpeba WIyCTpOBaTH ca HEKOJWKO IMpHMepa Koju ce omHoce Ha [lmodaHToBe
jenHaunHe.

HIPUMEP 9. QOopeoumu cge ypehene napoge (p, q) npocmux o6pojesa p u
g, makodaje p°+ g = 101.*

PEIIEWE: Pa3znukyjy ce aBa ciry4daja :

1) Axkojep=2,0oHm2jeq=99-4=97¢€ P.

2) Axoje p >3, onna je p Henapau 6poj, na je q = 101 — p> napau 6poj,
IITO 3HAYHM Ja je q = 2, jep je 2 jenunu mapau mpocT 6poj. Tana je p° =99, ma y
OBOM CJIy4ajy HEMa pellena.

Jlaksie, jeanHO pelerba mpodiema je (2, 97). A’

HIPUMEP 10. Ja nu nocmoje yenu Opojesu x u y maxéu oa je
xy-3x+2y=7?

PEHIEIE: Ako ce jenHaunHa Hamuiie y oOJMKy Xy — 3X + 2y — 6 = 1,
OHJIa CE PaCTaBJbamkEM JIEBE CTpaHE jeJHAKOCTH HAa YMHHOIC JOOMja CKBUBa-
neHTHa jeqHaunHa (X + 2)(y — 3) = 1. Kako npousBon aBa Opoja (X + 2) u (y — 3)
MOxe 6utH 1, camo ako cy oba 1 min ob6a —1, pa3nuKyjy ce ABa ciiy4aja :

) x+2=1ny-3=1,1. x=-lny=4
2) x+2=-1luy-3=-1,1jx=-3uy=2.A

HIPUMEP 11. Oopeoumu cee ypehene napoge (X, y) npupooHux opojesa x
u y maxo da éaxcu jednakocm xy° + 4 = 2006 y.

JletasbHHj€ 0 METOIy pa3iMKOBama CIIy4ajeBa BUACTH y WIAHIIAMA:

1) np Mapuma 1. [Ipemuh: Metona noka3uBama pa3iMKOBamkeM CIIydajeBa —
“Marematuka” 6p 3/79, 3arpe0, 1979.

2) Bojucnas Anzpuh: PenraBame nmpobiemMa METOIOM pa3iiMKOBaba CliydajeBa —
“Marematuka” 6p 3/81, 3arpe0, 1981.

Ckyn mpupogHux OpojeBa y pany je obemexxen ca N, a ckym menmux OpojeBa ca  Z.
Ckyn npocTuxOpojeBa y pany je obernexen ca P, a ckym cioxxenux Opojesa ca S.

Kpaj nokasa Teopeme o3HaueH je yBek ca ¢, a Kpaj peleHor npumepa ca A .
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PEHIEWE: Pa3snukyjy ce aBa ciryuaja:
1) Akojey =0, ornaje 4 =0, nay =0 HHje pemIcHe naTe jeTHATNHE;

2) Axkojey#0, oHmaje xy - 4 = 2000 nnum xy - 2000 = i.KaKO CYyXH
y y

y npupoaHu OpojeBH, To je xy - 2000 1eo 6poj, ma je u 4 1eo 0poj. 3akipbydak
y

je ma 'y Mopa outu genwuiar Opoja 4 u 3aTo ¢y Moryhu jequHo ciydajeBu:
2.1) Axojey =1, oHnma je x = 2004;
2.2) Axojey =2, oHnmajex =1002;

2.2) Axo jey =4, onna je 4x = 2001 u jeaHaunHa HEMa pelIeHka, jep je
napat 0poj 4x HUKaJa HUje jeaHak HemapHoM Opojy 2001.

IIpema Tome jennHa pemiema cy maposu: (2004, 1) ; (1002, 2) A

HIPUMEP 12. [Ilpou3600 0sa 0soyughpera dpoja y 0eKkaoHOM CUCTEMY je
sanucan camo nomohy yemeopku. Oopedumu yunuoye moz npou3800d.

PEIIEE: Ilpousson mBa mBormudpena 6poja yeek je Behm ox 100, a
Mamu on 10000. IIpema TomMe TpakeHH TPOW3BOI MOXxe OuTH win 444 wmm
4444,

1) Kaxo je 444 =4-111 =4-3-37, To je jenno pememe 12-37.

2) Cnmuno je 4444 = 4-1111 = 4-11-101 = 44-101. Kako je 101 mpoct
0poj, TO y OBOM clly4ajy HE MOCTOje TakBa JBa ABouudpena Opoja, Opoja, ma
mpo0JIeM HeMa perierma. A

HIPUMEP 13. Jloxazamu 0a He nocmoje yeau 6pojesu x u'y maxeu od je
x* +y” = 2006.

PEIIEE: 36up Gpojea x° u y> je 2006, nakie mapas, ma ce pasin-
Kyjy caMo JIBa ClIy4aja, jep Cay4aj 1a Cy X U y pa3ImdnuTe MapHOCTH HUje MOTYh,
romTo Ou Taza 30up X° +y° 6HO Hemapa:

1) Axo cy OpojeBH X U y TapHU, OHJIa TIOCTOj€ 1ieu OpojeBHU K U | TakBu
maje x =2k uy=2l Tagaje 4x”+ 41> = 2006. Kako je 1eBa cTpaHa jeHAUMHE
JesbuBa ca 4, a IeCHa HUje, TO jeAHAYNHA Y OBOM CIIy4yajy HeMa pelemba.

2) VY cnyuajy aa cy OpojeBH X U y HETIapHH, OHJIa ITOCToj€ 1eu OpojeBH K
vl taksu 1aje x = 2k+1 my=2l+1. Tamaje 4x” + 4k + 1 + 41> + 41 + 1 = 2006,
omHOCHO 4K* + 4Kk + 41 + 41 = 2004. Vupomhasamem jeanaunne mobuja ce
K(k + 1) + 1(1+ 1) = 501. Kako je ca neBe cTpaHe jeJHaYMHE YBEK mapaH 0poj, a
ca JiecHe HemapaH Opoj, To jeAHAYWHa HU Y OBOM CIIy4yajy HeMa pelermba. A
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Ha ocHOBy u3nokeHHUX mpuMepa W HHXOBHX peEllemha MOXE Ce pa3Mo-
TPUTH U OIIITHjU IPOOIIEM:

Oppenutu CKyIn CBUX peliewma npodnema P(x, y, z, ...) Tne ¢y X, y, Z, ...
MPOMEHJBUBE KOj€ €r3UCTUPA]y Y OKBUPY IaTOT podIema.

Heka je S HenpasaH cKyI KOju TpeJICTaBJba 00JacT JEPUHUCAHOCTH JATOT
npobnema P (x,y, ...).

MeTto/ pa3nuKOBama ClydajeBa 3aCHHBA CE Ha YHILCHHUIIM J1a C€ CKyI S
MOY€e TIOJICTUTA Ha KOHAYHO MHOTO JIMCjYHKTHUX, KOHAYHUX WM OECKOHAYHUX
nojckymnoBa Sy, Sy, ... Sy TakBUX Maje S;US, U ... US=SSIiN S =9 ;1,]
€N, 3a cBako i#j), JaKie TakBUX Ja OHH Yy MOTIIYHOCTH NPEKPUBAJy CKYII
Mmoryhux pemema S.

MerTon paznukoBama CilydyajeBa, pelaBame npobnema P cBoau Ha pera-
Bame TmpodOnema P y cBakom oj ckymoBa Si, S,, ... Si. Heka cy Ry, Ry, ... Ry
pemema npobiema P, y cBakoM ox ckymoBa Si, S, ... S, (IIpu ueMy HEKH 0]
BUX MOry Outu u mpasHu) Tazga je pememe R mpoOnema P yHuja pemema
R, Ry ... R, 1. R=RjUR,U ... UR,.

To je MoXAa AYroTpajHHjU, ald METONOJOUIKH JIaKIIU I0Cao, jep ce
CKYNOBH S, Sy, ... Sy MOTy OupaTé Tako Ja pelaBame npodiema Py muma
OyJe mTO jeAHOCTaBHH]E.

MerTon pa3nukoBama CiIydajeBa je morojaH MeToja 3a pemrasame Jnoda-
HTOBUX jeJHAa4YMHA, alli HeHy MOh He OM Tpebano mpelnewmuBaTH, jep U OHa
HOMYT APYTHX METOJa CaIpKH M3BECHY NPOM3BOJBHOCT. KOHKPETHO, MOCTaBIba
ce iutame: Kako paznBojutu cirydajese ?

PaznBajame ciayuajeBa u jecte HajBehu mpoOiieM MPUIMKOM IMPUMEHE OBOT
METO/Ia, jep ce He MOXKEe YHAIpe I ONpeauTH Kako pa3dujaTu ckym S. Mehytum,
U3 TPUKa3aHUX TpUMepa M JO0CaJAllber pa3MaTrpama, UCKYCTBEHO CE MOTY
(hopmymucaTu cireehs MeTOIOIONMIKY IPHHITATIH:

1. Tlpu pazmBajamy citydajeBa, CKyIl IOTCHIMjAIHUX PEIIeHka, Tj. CKYI S
y MOTIYHOCTH C€ MPEKpUBa ca KOHAYHO MHOTO JIUC]YHKTHUX, KOHAYHHX HIIH
OCeCKOHAYHMX TMOJCKYIIOBa Si, Sy, ... Sy TakBuX ma je S; U S, U ... U Sg =S
(mpuHOMI moTHyHOCTH). Ha Taj HaumH ce m3beraBa MOTYhHOCT ma OWIIO Koje
MTOTCHITH] AJTHO PeIIeHe OyIe N30CTaBHEHO.

2. 3a MeToN pa3IMKOBama CllydajeBa OJf HApOUMUTOT 3Hadaja Cy
CIIy4ajeBH:
(a) Kama y omabpanom moackyny S; (1 <1 < k) garu npob6iem P
HeMa HHjeIHO peuiewe, Tj. Ri = u
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(b) Kanay ogabpanom nozackyny S; (1 <j <k) natu npo6iem P yBex nma
peniema, Tj. kaja je R = S;.

3aTo TIpHM pa3UKOBaBKy CiydajeBa Tpeba YOUWTH IITO BHUIIE IMOICKYIIOBA
KOjH 3aJJ0B0JbaBajy ycioBe (a) u (b) (MpuHIKI pallHOHATTHOCTH).

3. IlpunukoM pa3nHMKoOBama CilydyajeBa W MPEKpPHBama CKyIa IMOTCHIIU-
JaTHUX pellekha TUCjYHKTHUM IOACKYITOBHUMA (KaJ TOJl je TO ILIOJOTBOPHO)
KOPUCTHUTH JIOTHYHA pa30ujama CKyna Moryhux pemema S. Y Teopuju OpojeBa
Hajuermhe ce cKyIm menux OpojeBa WM HEKH HETOB MOJCKYI, pa3duja : Ha MmapHe
W HemapHe, Ha HETaTWBHE, HYJy W IMO3WTHUBHE, Ha KJllace CKBHBAJICHIIMja IO
onpeheHoM Mosyny, ... (IPUHIIMIT TPUPOTHOCTH).

4. Meron pa3HMKOBamka CIIy4ajeBa 3aCHUBA CE HA MPUMEHH Beh mo3HaThx
Matematnukux uctuHa ([luraropuHe Teopeme, MO3HATHX HEjEAHAKOCTH, ...)
KOj€ ce Kao CJIy4ajeBH jaBJbajy y pelraBamy mnpodiemMa P (mpuHIAIT TpUMEHE).

Merton pasnuKoBama CiIydajeBa HAje cBeMoryh, HUTH YHUBEp3ajaH, alln
MoyKe OMTH BeoMa KOPUCTaH y pelliaBarby MHOTHX ITpo0IeMa, 1ma 1
JuodaHToBHUX jeqHAYNHA.

[Ipu ToMm, mpuHIUD 2(a) je OJ HAPOYMTOr 3HAYaja, jep OH CIYXH 3a
eIMMUHALIM]Y CllydajeBa KOjH HEMajy peajlaH CMHCao, Te C€ Ha Taj HAUWH CKYII
MOTCHITMjATHIX pPElIekha CBOAW HA HEKY O CBOjuX pecTpukimja. OBo je u
MIPUMapPHO METOOJIONIKO YIIYTCTBO KOj€ yKa3yje Ha MPBH KOPAK y pas3iBajamy
CiIy4ajeBa, a OH je CBoheme CKyIla MOTYhuX peliekha Ha IITO Mamke MOICKYITOBA.

Y HapegHMM TIOTJIaBJbMMa W TPUMEpPUMa CHCTEMATCKH C€ WIyCTpYyje
MPUMEHA METO/a Pa3JIMKOBamka CIydajeBa W JAPYTUX IMOCTyINaKa Ha pellaBambe
JnodaHTOBUX jeTHAYNHA.

3AJIAITM 3A YBEXKBABATGE

1. VY jegHakoctmma * + * = * - ¥ = * . * = % . % ypmecTO 3BE3/AMIIA CTABUTH
mudpe 1, 2,3, 4,5, 6,7, 8,9 Tako na ce cBaka mudpa ynorpeOu camo jeTHOM H
Jla CBE jeTHAKOCTH OyIy TadHe.

2. Tloctoje i mpocT GpojeBH P ¥ q TakBHU ja je p° + q° = 2007.

3. JlokasaTu ga jemHaumHa X'y — Xy® = 2006 HeMa pellea y CKYIy HeIHX
OpojeBa.

4. Konuko nMa aBouudpeHnx NpUpoIHUX OpojeBa KOju cy cenam myTa Behu
oJ1 30upa cBojux uudapa?



1. YBox — 1.2. MeTox pa3nukoBama clrydajeBa

5. AKO Cy X, y U Z LIeTH OpOjeBH, OH/IA jefHAYMHA X~ + V- + 2" = 2X — X° — 2
HeMa perniera. Jlokasartu.

6. OxpenuTu cBe Lene GpojeBe X U y TAKBe 1a je X' + 5 =Xy~ + X'y.

7. lloctoju nmu nBoun¢peH MpUPOAHU Opoj KOjU je jenHak 30Mpy KBaapaTa
cBojux udapa?

SATALIA CA MATEMATUYKUX TAKMUYEBA

8. Onpemuru cBe mpocTe OpojeBe P, U I KOJU 33/10BOJbABA]Y jeTHAYUHY
p+ ¢ =r. (Cpbuja 1991.)

9. IlpousBox jeaHor neomudpeHOr W jemHOT TpommdpeHor MpupomHOr Opoja
3amucyje ce y AeKaaHOM 3amucy camo rmomohy Hekosmko nudapa 2. Onpeauta o
KojuM OpojeBuma je ped. (Cpbuja 1996.)

[TPOBJIEMUA 3A UCTPAXKNBAKBE

10. Jleumbpyj cnenehn maremarnaku pebyc: 6poj =(6+p + 0 +j)*.

11. IToctoju nmu aBOIM(pPEH MPUPOIAH OPOj YMjH j€ KBaJpaT jeaHaK KyOy
30upa meropux nudapa?
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2. EJIEMEHTAPHE
JTNODPAHTOBE JEJHAYUYMHE

2.1. MATEMATHUYKHU PEBYCU

HajjennocraBumje /JlnodantoBe jeqHaunmHe cy MaTeMaTHYKd peOycH.
MerTon pa3nukoBama ciiydajeBa KoA OBUX IpoliemMa ce mokasyje I0J0HOCHUM,
jep je pasmBajambe ciaydajeBa IIOCTa OJaKIIaHO, IOIITO Cy HH(pe eIeMEHTH
ckyma X=10,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

OCHOBHHM NPHHLUI Ha KOME MOYHMBAjy MHOTE HAEje U METOAE Koje ce
KOpHUCTE TpH pemaBamy JnodaHToBUX jeqHAaYNHA je caapKaH Yy jeAHOCTABHO]
YUECHUIIA J1a CBE OHO INTO BaXKM 3a jeAHY CTPaHy jeTHAKOCTH, 300T 0coOMHE
pedIIeKCUBHOCTH jeIHAKOCTH (a = a), BaXKH y WACHTHYHO] QOPMHU U 3a APYry
CTpaHy jeTHaKOCTH. AKO je JieBa CTpaHa jeIHAKOCTH YBEK IapaH Opoj, OHAa TO
Mopa OMTH M JECHA; aKo je JieBa CTpaHa MOTIYH KBaJpaT, OHJA je TO U JICCHA;
aKo je JIeBa YBEK Marmba Of HEKEe BPEAHOCTH, OHJA j€ TO U JAECHA ...

LIPUMEP 14.  Jlewwughposamu muodicerve *4 * -5 =3 * 9 *

PEHIEISE: JleBa cTpana jeAHakocTH je AesbuBa ca 15, mTo 3Ha4m 1a je u
JIOTIPOM3BOJT eJbMB ca 15, makie m ca 3 u ca 5, ma ce Mory m3Byhu ciemehu
3aKJbydny: a) 30up mudapa 6poja 3 * 9 * je nespuB ca 3; b) mocnenma mudpa
Opoja 3 * 9 * je O wim 5; c) apyra uudpa npsor unHUoUA je 4. Ha ocHOBY 0BUX
3aKJbyJaKa pa3IuKyjy ce JBa clydaja:

1) Ako je mocienmwa nnudpa mpousBona, Tj. Apyra 3Be3auna jegHaxa O,
oHJa je 30up nudapa 12 + *, ma 300r ycioBa aespHBOCTU 30Hpa nudapa ca 3,
mpBa 3Be3auna Moxe outu 0, 3, 6 wm 9, ma ce paau o mpoussoxy 3090, 3390,
3690 umu 3990.

Kako nobujenn OpojeBu npu nessemy ca 15 majy penom xommuauke 206,
226, 246 unmm 266, jacHO je ma 300T yCiIOoBa C) TMOCTOjU CaMO jEIHO PEIICHE:
246 - 15 =3690.

2) Ako je mocneamwa uudpa npousBoaa 5, oHna je 36up mudapa 17 + * na
je 30or ycinoBa b) nmpyra 3Be3muila jenHaka 1, 4 wiu 7, OQHOCHO paau ce O
npomsBoauma 3195, 3495 mmu 3795. OBm OpojeBM npu Aesbemy ca 15 majy
kosmuHuke 213, 233 unm 253, ma HUjegaH He 3aJ0BOJbaBa YCJOB C), jep MY
npyra uugpa HEje 4. A
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2. Enementapue [lnodanrose jexHaunne — 2.1. Marematnuku pebycu

HIPUMEP 15. Onpenutu 1mudpe a, b U ¢, Tako Ja BaXKU jeIHAKOCT:
aa +bb = cc).

PEHIEBE: VYV oBoM mpuMepy yMmecTo 3Be3[ulla Cy JaTa cjioBa, IITO
ynyhyje ma ce mpobiem mpBO Mopa ca jesnka pedyca MpPEBECTH Ha je3HK
jemHaunHa, a TEK IOTOM pemaBath. JlaTa jeTHaKOCT ce JJaKo MPEBOIH y OOJIMK
11a + 11b = (11c)* = 121c*. OuurienHo cy ¥ JeBa U JECHA CTPAHA jeIHAKOCTH
nespuBH ca 11, ma ce mocne nesbema ca 11 mobuja jeqnaunna: a + b = 11¢% Kaxo
cy a u b uudpe, BUXOB 30up Moxke 6uth HajBume 9 + 9 = 18, ma je 11c* < 18,
IITO 3HAYH Ja je 11 =11, najec= 1. Tagaje a+ b =11, ma 3amatak uma BHIIe
pemema: 22 +99=33+88=...=66+55=77+44=88+33=99 +22=121
=11°. A

HIPUMEP 16. Oopeoumu yugpe a, b u ¢ u npupodan 6poj n, maxo oa je

a+bb+cce = nt. Komuko uma peuterva?

PEIHEBE: 36up jenHor jeaHonupeHor, jeaHor TBOIu(pPEHOT U jeTHOT
Tpowrdperor 6poja a + bb + ccc yBek je Behm ox 1 + 11 + 111 = 122, a Mamu
o1 9+ 99 + 999 = 1107. laxne, Baxku HejeqHakocT 121<122 < n* <1107<1225.

3naun npa je 11< n’ < 35, ma je 3 < n < 6, ogHOCHO n = 4 Wi
n=>5. Pasmukyjy ce nBa ciaydaja:

1) Axkoje n=4, oHxaje n*=256=222+33+1;
2) Akoje n=5, onmajen’=625=555+66+4.A

JleTaisHUjEe 0 MAaTEMaTHIKUM pedycruMa roBope MpoOIeMu KOju ce Jajy 3a
CaMOCTaJIaH paj:

[TPOBJIEMUA 3A YBEXBABABE

12. YMecTo 3Be3auIla HamMcaTH OAroBapajyhe mudpe Tako 1a Omy3UMame
ok ok Rk _ kR Rk =k k¥ Gyne TaYHO, aKO CE YMamCHUK, yMambHiall U
pasirKa 9uTajy ¢ JeBa Ha JIECHO jeHAKO Kao | ¢ JAeCHA Ha JICBO.

13. Jla mu peOyc * * * + * * * = * * * ypa permeme ako ce cBaka ox nudapa 1,
2,3,4,5,6,7, 8 u9 Moxe ymoTpeOuTH camo jeTHOM ?

14. Jla mu peQyc * * * * - * * % = * * * pva permeme ako ce cBaka of mudapa 0,
1,2,3,4,5,6,7, 8 u9 Moxe ynmoTpeOUTH caMo jeTHOM?

15. Axo je x jemHomudpeH, a y ABONMU(PPEH MPUPOIHU Opoj mermudpoBaTH
3aI09eTO MHOXKEHE: X -y - 45 =22 * * | Konnko uma pemiema’?
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2. Enementapue [{nodanrose jenHaunne — 2.1. Marematnuku pebycu

16. Y Opojy * * * * * * * * * * yvecTo 3Be3nuna pacnopeautu mudpe 0, 1, 2, 3,
4,5,6,7, 819 tako ga ce cBaka nudpa ymorpedu camMo jeIHOM U a JOOHjeHU
0poj Oyze nespus ca 99. Koju je HajMamH, a Koju HajBehu TakaB 6poj?

17. Ogpenutu cBe nBOIUGPEHE MPUPOIHE OPOjeBe X M Y TAKO N1a j€ UCIyHhCeHA
JEMHAKOCT X -y -22=3*%4%*,

18. Onpenutn nudpe a u b u npupoaan 6poj n TaKo 1a je 1919;1b =n

19. Jemmdposatu KBagpupame: (F4%)* = ¥00**,

SATALIA CA MATEMATUYKUX TAKMHUYEBA

20. [lat je pa3nomak ARHIMED M3pauyHaTn BpeIHOCT pa3iioMKa ako
. jep EUKLID pady p p
jeIHAKUM CIIOBHMAa OJITOBapajy jemHaKe IMdpe, a pa3InduTUM CIIOBUMaA

pasmuunte uudpe. (Cpbuja 1990.)

21. Onppenutu Hemo3Hate nmudpe a U b Tako aa je 3-3a = 2-5b. Kommko nma

pemema? (Cpouja 1991.)
22. 3aMeHHTH 3Be3/UIle oroBapajyhumM nudpama u u3padyHaTu IpupoaH 0poj
n, ako je *71* : 36 =n. (Cpbuja 1991.)
23. JlemmppoBaT MHOXKEHE: a- b .ab = bbb . (Cpbwuja 1991.)
3%5% 4% 7%

24. Paznomun
45

Cy NpHpPOIHH OpojeBU. YHOPEOUTH HX MO
BeanunHU. (CpOuja 1995.)

25. JlemmppoBaTi MHOXKEHe: abed-9 = dcba . (Cpbmja 1995.)

26. lemmdposati kBampupame: (5¢ + 1)° = abcd ako jeqHakuM cioBHMa
0JIroBapajy jeqHake uugpe, a pasInuuTHM cloBuMa pasznuuure uudpe. (Cpouja
1996.)

27. JemmdpoBati MHOXKEEE: ¥2% - 45 = (**)* . (CpGuja 1998.)

28. JlemmpposaTtu cabupame A+AB + ABC + ABCD = 2002 .(Cpbuja 2002).

29. YV jennakoct 7 * 8 = * 9 - 8 + 7 *, 3aMeHUTH 3Be3quIe IUppaMa TaKo Ja
jemnakoct O0yzae tauna (Cpouja 2005).
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2. Enementapue [lnodanrose jexHaunne — 2.1. Marematnuku pebycu

[TPOBJIEMUA 3A UCTPAXKNBAKE

30. Oppenutu mMehycoOHO pasnuunte mudpe a, b u ¢ u npupogan 6poj n, Tako

Jla BaXKH jeTHAKOCT a + ab + abc = n’. Konmko nma pemema?

31. Koju Tpoundpenu 6poj nma ocobuHy aa ce 6 myTa CMamH ako My ce
n30purie mudpa aecetura’?

32. Jlat je Opoj aaa...aaa + bbb...bbb y kome je 2000 uudapa a u 1000 mudapa

b (a u b cy mudpe pazmmuute ox Hyie). Oapenuty a U b Tako na gatu 6poj Oyne
nesbuB ca 36.

2.2. JMODPAHTOBE JEJJHAYMHE CA ITPOCTUM
BPOJEBMMA

Kon JnodanToBuX jeqHaurHa KOje Ce OJHOCE Ha MPOCTE OpojeBe KOPUCTE
ce hieje Koje cy moOpo mo3HaTe Kajua cy MpocTH OpojeBH y muTamy. CBaKako
HajeKcIJIoaTHCaHje O THX HJeja Cy OHE Koje MOoYMBajy Ha cieaehuMm jemaHo-
CTaBHUM TBphemuMa (Koje HaBOAUMO 0e3 T0Ka3a):

. Bpoj 2 je jemunn nmapan mpoct 6poj ;

. Csu npocty 6pojeBu Behu o 2 cy HEMApHH ;

. Bbpoj 3 je jemuau mpocT O6poj Koju je mneJbuB ca 3 ;

. Ceu npoctu 6pojesu Behu o 2 ¢y obnmka 4k—1 wmm 4x+1

. Csu npoctu 6pojesu o0nuka 4k — 1 mwim 4k + 1 HUCY IPOCTH ;

. Csu nipoctu OpojeBu Behu o1 3 ¢y obmuka 6k—1 mmu 6k +1

. CBu 6pojeBu obmmka 6Kk — 1 win 6K + 1 HUCY TIpoCTH ;

. Ceu npoctu 6pojeBu Behu ox 5 3aBpmanajy ce mudpama 1,3,7, wm 9.

Ca HekoJIIMKO TIpuMepa wWiIycTpoBahe ce Kako ce HaBeicHa TBphema
KOpHUCTE Yy pemaBamy JnodaHToBHX jeqHAYMHA ca TTPOCTUM OpOjeBUMA.

HIPUMEP 17:  Oopeoumu cee ypehene napose (p, q) npocmux dpojesa
puqgmarxo daje a) 2p + 3q =200, b) 2p + 3q = 201.

PEIIEBE: a) Axo je 2p + 3q = 200, onna je 3q = 200 — 2p, na je ¢ aecHe
CTpaHe jeHaKOCTH MapaH Opoj, IITO 3Hauu Aa W 3q Mopa OuTh mapaH Opoj.
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2. Enemenrapue {nodanrose jennaunHe — 2.2. JlnodanTtose jeHaIMHE ca IPOCTUM OpojeBuMa

Haxie, q = 2, a 2p = 200 — 6 = 194. Kako je p = 97 mpoct 6poj, TO je
p =97, q =2 jenuHo pememne.

b) Ako je 2p + 3q = 201, onna je 2p = 201 - 3q = 3(67 — q). Kako je
JlecHa CTpaHa JeTHaKOCTH NIeJbUBa ca 3 TO Mopa OWTH U JieBa. bpoj 2p je mespuB
ca 3 camo ako je p = 3, jep je p = 3 jemunu npoct Opoj nespuB ca 3. Tana je
2 =67 - q, a q = 65 mro HUje TpocT Opoj. 3aKIpyyak je /a OBa jeAHaYNHA HEMa
periema y CKyITy MpocTux OpojeBa. A

HIPUMEP 18: Koauxo uma npupoouux Opojesa n maxsux 0a 8aicu
jeonaxocm Sp + 13q = 65n, axo cy p u g npocmu 6pojesu?

PEHIEWE: Axo je 5p + 13q = 65n, onna je Sp = 13(5n — q), ma 5p mopa
OuTH nespuBoO ca 13, mro 3Ha4M na je p = 13.

Cnnuno je u 13q = 5(13n — p), na je 13q aespuBo ca 5, onHOCHO q = 5.
Hakme 65n = 5-13 + 13-5 =130, ma je n =2, jequau 6poj KOju UCITyHaBa TOPHH
ycioB. A

HIPUMEP 19: Ilocmoje nu npocmu 6Opojesu p u ¢ makeu o0a je
7p + 11g =400?

PEHIEWE: Kako je 400 mapan 6poj To cy 7p u 11q nnm ob6a mapHa uiu
00a HenapHa. Ako cy 06a mapHa oHza je 7p + 11q = 24 + 22 = 46, mTo je MHOTO
Mame 01 400. Axko cy p ¥ q HenapHu: 3a p = 3, q HUje 1eo Opoj, a3aq=3,p
HH]Je 11e0 0poj.

Ako cy p u q mpoctu OpojeBu Behu onm 3, oHma je p = 6k + 1 u
gq=6m=*1 (ke N,me N).

PasmatpameM cBe deTHpu KoMOWHaIMje MHOOHWjajy ce€ jemHaduHe:
6(7k + 11m) = 418; 6(7k + 11m) = 404 ; 6(7k + 11m) = 396 ; 6(7k + 11m) =
382. Onm cBux nmobujeHux OpojeBa jemmHo je 396 nemwBo ca 6, ma w3
6(7k + 11m) = 396, cnenu na je 7k + 11m = 66. Kako cy 11m u 66 nespuBu ca
11, To mopa 6wt u 7x. Hakie xk = 11, mTo HUje Moryhe, jep Ou Tama m OmI0
-1, mrro HUje mpocT 6poj. A

HIPUMEP 20: Odpeoumu ceée npocme 6pojege p, q u r, makee 0d 8axicu
jeonaxocm p + pg + pqr = 38?

PEHIEWE: Akojep+pq +pqr=38, oamajep(l +q +qr) =38=
2-19. JacHo je na je u3pa3 y 3arpanu Behu of 2, ma je 30or Tora p = 2. Tana je
q(l +r)=18.Kakoje 1 +rBeheog 2, T0je q=3,ar+1=6,majer=5.A
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2. Enemenrapue {nodanrose jennaunHe — 2.2. JlnodhaHToBe jeAHAYMHE ca IPOCTUM OpojeBuMa

[TPOBJIEMUA 3A YBEXXEABAKE

33. Axo cy X B y IpHPOJIHH, a P TIPOCT OpPOj ONPEANTH CBA peliekha jeTHAINHE:
a) x-y=17; b)x-y=p?

34. Oxpenutu peurema jenHadnne: a) X -y =49; b) x - y=p’, akocy X u y
NPUPOJHH, a p IpocT Opoj?

35. Kosuko peliemha nMa jeiHaunHa: a) X-y = 64 ; b) Xy =p", ako cy X, y u n
NPUPOJHH, a P IPOCT Opoj?

36. Konmko pemiema y CKyIry mpocTux OpojeBa uma jeaHadnHa p +q = 307
37. Iloctoje i mpocTr OPOjeBH p U ( TaKBH JIa BaXKH jeAHAKOCT: 3p + 5q = 677

38. Ompenutn cBa peuiema jeqHaynHe 5p - 7q = 1, ako ¢y p ¥ q TPOCTH
opojeBu?

39. Konuxko pemiema y cKymy npocTux OpojeBa nMa jenqnaunsa 17p + 11q = 155.
40. OgpenuT cBe TpocTe OpojeBe p W ( Tako Ja jeé HCIyHmEHa jeIHAKOCT

B+g = 2.

2 3

41. loxazaTu J1a jeaHauYMHA % + % = n HEMa pellieka, ako Cy p U  MPOCTH, a

n mpupoaaH 6poj.

42. Konuko pelema uMa jegHadnHa p° + 3° = q , aKO Cy P M q MPOCTH
OpojeBH.

43. Onpenutu periema jennaunte p? + q° =57, ako ¢y p u q mpoctu 6pojeBu?

44. Konuko peliema UMa jelHAYNHA X Y - Z = P, aKO Cy X, Y U Z IPUPOIHH, a
p TpocTt 6poj?

45. Onpenutu cBa pelnema cienehnx jeqnaunna: a)x -y -z=9;b)x-y-z=p°
aKo Cy X, Y ¥ Z IPUPOJIHH, a P PocT Opoj?

46. IlocTtoje nu mpocTH OpojeBH p, q U I, TaKBH f1a je p +q + 1= 100?
47. Oppenutu npocte OpojeBu p, q U T, ako je p + 2q + 3r =377

48. OngpenuTn cBe MpocTe OpojeBe P, q U I' TaKO J1a 33/JI0BOJbABA]Y jETHAUNHY
pq+r=23.

49. Konuko peiema nMa jeqHaunHa pq + qr = 40, akocy p,q U r TPOCTH
opojeBu?
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2. Enemenrapue {nodanTose jennaunHe — 2.2. [lnodanTtose jeHaINHE ca IPOCTUM OpojeBuMa

50. Jla nu jemnaumna pq + qr + rp = 2006 uMa pemema, ako cy p, q U T
npoctu OpojeBu?
51. Koje ocobune nma mpupoad 6poja K, ako jeIHa4YnHa pq + qr + Ip = 2K uMa

pereme?

52. Ogpenutu cBe mpocte OpojeBe p, U I' KOjU HCIYHaBajy jeAHAKOCT je
p'+q + 1’ =166.

SATALIA CA MATEMATUYKUX TAKMHUYEHA

53. Heka cy p, q u r mpoct OpojeBr U a, b ¥ ¢ TaKBU MPHUPOJIHU OpOjeBH Ja
BaXKHp=a'+c,q=b+aur=c"+b. Jlokasarn 1a cy y TOM CIIy4ajy 1Ba O
opojeBa p, q u r mehycoOHo jeqnaku. (Cpouja 2005.)

I[TPOBJIEMHA 3A NCTPAXHNBABE

54. Konmuko pemrema nMa jemHaunHa 3p + 5q = 100, ako cy p u q TpocTH
OpojeBu?

55. 3a koje BpeaHOCTH MIPUPOTHOT Opoja n jeTHAYNHA % + % = N UMa perIeHa,

aKko ¢y p U q npoctu 6pojesu ?

56. Oxpeuty cBe IpocTe 6pojeBe p 1 q , Tako gaje p° +2° =q.

57. Ounrnemno je: 2+ 7 =3%3+13=4%2+23=5,5+31 =6 ... Jla mu ce
KBaJpaT CBaKOT MPUPOAHOT Opoja Beher on 3 Moxke mpUKa3zaTH Kao 30up ABa
npocta Opoja?

58. llosnato je maje: 2 +2=4,34+3=6,3+5=8,2+7=9,3+7 =10,
5+47=12,7+7=14,2+13=15,3+13 =5+ 11 =16, ... Jla mu je ce cBaku
CJIOJKEH MPHUPOJaH Opoj MOKe MpUKa3aTH Kao 30up ABa mpocta Opoja?

59. Konuko pelema ¥Ma jeHAYMHA X - Y - Z = P’ , aKO Cy X, Y U Z LeH, K
NPUPOJHH, a p IPOCT Opoj M ako je X <y < Z.

2.3. JUODPAHTOBE JEJHAUYMHE CA
HEJIMM BPOJEBUMA

[Ipumepu koju ciene cy yBOOHH M BbHMa ce WIYCTPY]y HajjelIHOCTaBHUjE
uieje Koje ce KOpHCTe y pemaBamy pasHux JlwmodanroBux jemHaunHa. Cee
HaBeJICHE HJIEje CIaAajy y elIeMeHTapHEe M IPeICTaBibajy J0OpY HPHUIIPEMY 3a
CTYIHO3HHjH TMPUCTYT MpobaeMaTuIy J{nohaHToOBUX jeTHAYNHA.
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2. Enemenrapue {nodanTose jennaunHe — 2.2. [lnodanTtose jeHaINHE ca IPOCTUM OpojeBuMa

THIPUMEP 21: Oodpedumu cee ypehene napoge (x, y) yeaux opojese x u y
maxsux oa je 5x = 17y.

PEIIEBE: Axo je y meo 6poj oHIa je JecHa cTpaHa jeJHadYHHE JIeJbHBa
ca 5, may Mopa 6utu nespuBo ca 5, Tj. y = Sk (k € Z). Taga je 5x = 17 - 5k, ma je
x = 17k.

VYpehenn map (17k, 5K) rae je k OWIo Koju meo Opoj mokaszyje da marta
jemHauynHa UMa OECKOHAYHO MHOTO PeIIeHa, jep 3a CBaKO O] 0ECKOHAYHO MHOTO
IIeJ00POjHUX K, c€ MOXKe JoOWuTH omromapajyhe x m y. Ypehenu map (X, y) =
(17x, 5x) npeacrasspa OIIITE PEIIEE narte jennaunne. A

[Tojam ommrer pemema JnohanToBe jenHaunHe je jeqaH O HajBAKHUUX
MI0jMOBa, a TpeAcTaBba GOpMyIy KOja OMHUCYje CBa pelleHma JaTe jeAHAuYMHe.
OmmTe pememne je Hajuenrhe mapamMeTapcKor THMA, Tj. MOKa3yje Kako ce y
3aBUCHOCTH O]l BPEIHOCTH HEKOT MapaMeTpa Memajy pellemha aTe jeAHaunHe.
OrmTe pemrerbe Moxe 6uTr i QYHKIHja IBa, 11 U BUIIE [TapaMerapa. °

I[IPUMEP 22: [ama je jeonauuna x° + 3y = 24. Konuro pewera uma
dama jeOHauuHa y CKyny NpupoOHUX, a KOIUKO y CKyny yeaux opojesa?

PEIIEGE: U3 jennaunne ciemm na je x° = 24 — 3y = 3(8 — y). Kaxo je
JISCHa CTpaHa yBEK JleJbUBa ca 3 TO MOpa OWTH W JIeBa CTpaHa, IITO 3HAYH JIa j€
x’, a CAMHM THM H X JICJbHB ca 3.

C 063upom 1a je x> < 24, To je x <4, maje X = 3 y = 5 jeAHHO pelIetbe
JlaTe jeJHaYMHEe y CKYITy IPUPOTHHUX OpojeBa.

AKo je X = 3k (ke Z), onfa je x° = 9%, ma je X° + 3y = 9x° + 3y = 24 umm
3y=24-9x% majey=28 -3k . Jlakie y cKyIy Hequx OpojeBa jeqHaunHa uMa
0ECKOHAYHO MHOTO PElIcHa, a OIIITE PEllekhe AaTe jeTHAUYNHE Y CKYITy IEeNnX
6pojesa je : x = 3k, y = 8 — 3k” (ke Z). A’

6
[PUMEP 23: Jla nwu jeonauuna x* + — = 10 uma Konauno uiu
y
becKoHauHo MHO20 peuierba y CKyny yeaux opojeea?
PEILIEWE: U3 jennaunne cneau aa je 10 — x° = 6 . Kako je neBa ctpana
y

JEMHAKOCTH yBEK 11e0 Opoj, To Mopa OWTH U JIeBa.

Omiute periene jeiHauYNHeE je mojaMm o KoMe je Beh Ouito roBopa y npumepy 8.

HPETXOAHOT MOTJIaBIba

Kapna ce roBopu o pelieiby HeKe jeJHaunHe Y CKyITy 1IenuX OpojeBa, moapasymesa ce 1a je To
peureme ypelhern nap, ypelena tpojka, ..., ypehena n-topka uenux 6pojeBa koja
3a/10B0JbaBA JaTy jeJHAUHHY
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2. Enementapue {nodantose jenHaunse — 2.3. JlnodanTtose jeqHaunHE ca 1eIuM OpojeBuMa

To 3Haum ma je y nenoOpojHu menwiar, Opoja 6. Jlakie moTeHIMjaHa
permema ce mobujajy 3ay € {1, -1, 2, -2, 3, -3, 6, -6}. 3a Ha3HaUYECHE BPECIHOCTH
Opoja y, mpoMeHIbHBA x* e {4, 16,7, 13, 8,12,9, 11}. Kako 7,13,8, 12, u 11
HHUCY KBaJpaTH Lejor Opoja To jeaHaunHa uMma 6 LenoOpojHHUX peliema U TO:
2,1);(2,1);(4,-1);(-4,-1); (3, 6); (-3, 6). [Ipema ToMe naTa jeqHaAYNHA UMa
KOHAYHO MHOTO peliema. A

ITPOBJIEMU 3A YBEXXBABAE
60. OnpenuTn cBE MPUPOIHE OpOjeBe X W Y TaKO J1a 3aJ0BOJbABA]y jEeTHAYNHY
99x + 2y = 202.

61. /loxazatu na jemnaumHa 15x + 40y = 2006 HeMa pemiema y CKyIy IPHpO-
nHUX OpojeBra.

62. Komuko pemema uma jemHaunHa X + y = 2006, ako ¢y X Uy TIPHPOTHH
opojeBu?

63. Komuko pemema mMa jemHadmHa X -y = 96, ako ¢y X U Yy IPHUPOJHH
opojeBu?

64. OxpenuTy cBa LENOOPOjHA peleba jeqHaunHe X -y = 48.
65. TlocToje 1u 1eu OPOjeBH X U Y TaKBH a je X -y = 72?

. X 5 .
66. Konmuko pemrema nMa jeTHaqnHa 1 =— , aKo Cy X U y IpupoaHHu OpojeBu?

67. Onpenutu cBa peuiewka jeTHaYNHE % = % , QKO Cy X U Yy 1IeTIH OpOjeBH.

68. Jla mu jenHaunHa % + % = 4 yMa peliema y cKymy ueimux opojesa?

69. Komurko 1eno0pojHuX pememna uMa jeaHadnna | X |+ |y | = 10?

70. OnpemuTH cBa 11eJI00pOjHA pelemka jeqHaunae Xy + 28 = 0.

71. Pemnty jemHaunny x° + |y | = 17, ako ¢y X H y 1e71H GpojeBHn.

72. Tloctoje nu uenu OpojeBH X U y TakBH Ja je 3x + 39y = 20007

73. OmpeauTH CBa pelierba jeHadnHe X° -y = 36 y CKyIy LeInX 6pojeBa.
74. OnpenuTy cBa 1ET06POjHA pelleba jenHadnae X -y = 108.

75. Konuko periema WMa jefHadyWHA X -y -z = 06, ako Cy X, Y M Z TIeTH
opojeBu?
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2. Enementapue {nodantose jenHaunse — 2.3. JlnodanTtose jeqHaunHe ca 1eIuM OpojeBuma

. Xz 2
76. Konuko periema nMa jeTHaInHa ) = — , aKo Cy X, y U Z IPUPOTHHU
y

OpojeBu?

77. Konuko pemrema uMa jefHaduHa X + Y + Z = 6, aKo ¢y X, Y U Z IPUPOTHU
OpojeBH, a KOJUKO, aKO CY X, Y M Z HEHETaTHBHU LeIu OpojeBu?

78. OnpenuTy cBe MpHUPOIHE OpOjeBe X U Y TaKO Ja je X + 2 = 3.

79. Onmpenutu cBe ypehene mapose (X, y) Lenux OpojeBa X M y Tako 1a je

X + iz =5.
y
. .19 99
80. Onxpenutn npupoaHe OpojeBe X Uy Tako 1a je — + — = 109.
X y
81. Onmpenutn cBe mpupomHEe OpojeBe X W Yy Tako na je: a) i+l: 1;
XYy
b) l+l =2;0) l+l =3.
Xy Xy
. . 2 3
82. Onmpenutn cBe mpupomHe OpojeBe n 3a Koje jegHauynmHa — + — = N uMa

X ¥
pelema y CKyIy NpupoAHUX OpojeBa.

ITPOBJIEMHA 3A NCTPAXKMBAIBE
. . .ox 3
83. Ilocroje 1 mpupoaHN OPOjeBH X Uy TaKBH 1A j€ 3 += =47
. . 8 9
84. Onpenutu cBe npupoHE OpojeBe X Uy Tako Aaje — + — =5
X
2005 2006
+ —_

X y
jeIHa4YMHA, aKo Cy X U Yy IPUPOIHU OPOjeBH.

85. lara je jemnaumHa =2007. Konuko pemema uMa [arta

86. [lara je jemnaunHa X + Yy + z = K (K je npupoaan 6poj Behu ox 2).
Konuko pemema nMa J1ata jeHadYnHa ako Cy X, Y ¥ Z IPUPOIHU OpOjeBH,
a KOJIMKO, aKO Cy HEHETaTHBHHU 11eJIi OpojeBu?

87. Jla nmu ce cBaku mpuponaH Opoj K MOXKe NMpHUKa3aTH Kao 30Up ABa MpPOCTa
Opojapuq?
88. /la mu ce cBaku mpupoaH Opoj K MOXKE MPUKA3ATH KA0 Pa3jIvKa J[Ba MPOCTa
Opojapuq?
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2. Enementapue {nodantose jenHaunse — 2.3. JlnodanTtose jeqHaunHE ca 1eIuM OpojeBuMa

2.4. HEKE ITPUMEHE EJIEMEHTAPHUX
JINMODPAHTOBUX JEJHAUMHA

Enemenrtapue [luodantoBe jeaHaunmHe MMajy M CBOjy mpuMeHy. EBo
HEKUX, Haj3aHHMJBMBHjUX NpHMEpa MpHMEHe Yy KojuMa MpBo Tpeba mpobdiem
MIPEBECTH Ca OOMYHOT, Ha MAaTEMaTHIKHU jE3WK, a MOToM Jo0ujeHy JnodhaHTOBY
jEeIHAaYMHY PELINTH.

HIPUMEP 24: Mepuu 6poj usuye xoyke je npupooan Opoj. Mooce au
Mepuu bpoj werne nospuiune oumu 300?.

PEHIEIE: Heka je mepHu Opoj mBHIe KOIKe a. Tama je MOBpLIMHA
xorke 6a” = 300, ma je a’ = 50. Kako He mocToju mpupoan Opoj umju je KBagpar
50, TO TakBa KOIIKa HE TIOCTOjH. A

HIPUMEP 25: Jlam je npouzsod 12-34-56-7-89-10-11 = 399%6*** He
epuwiehu mHodICEeIbe Y  O0obujeHom Opojy ymecmo 38e30uyd  HAnucamu
oozosapajyhie yugpe.

PEIIEWE: Heka je no6ujeru 6poj 399a6bed . Jlatn pon3BOI j€ TCIHUB
ca 2-5-10 = 100, na cy mocnenme ase uudpe ¢ u d nodujenor Opoja Hyne. bpoj
je mespuB ca 9, ma 30up umdapa godbujeHor O6poja 27 + a + b Takohe Mopa OuTH
NIeJbUB ca 9, mTo 3HauW 1a je u 30up a + b jegnak 0, 9 wim 18. bpoj je mespuB u
call majepasmuka (3+9+6) -(9+a+b)=9—-a-Db gemuna ca 11, mro
3Ha4¥ J1a je a + b = 9. 300r gespuBocty ca 4, mudpa b je 0, 4 nnm 8. Ka xaxko je
399 nmespuBO ca 7, To Mopa 6utH U Opoj abb, mTo 3HAUN na je abb miu 960, nau
564 wm 168. Kako je camo 168 nespuBo ca 7, Tpaxkenu 6poj je 39916800. A

HIPUMEP 26: Oopedumu najmarou u najeehu ocmoyughpenu oOpoj xoju
uma 30up yughapa 40? O xojum bpojesuma je peu ako cee yugpe mopajy dbumu
pasnuyume?

PEIIEWBE: Axo ce nudpe mory MmoHaBJbaTH HajMamH TakaB Opoj je
10039999, a najsehu 99994000.

Kako cBe mmuppe mopajy Outu pasznuuure, Kako je 30uMp CBUX JeceT
mipapa 1 +2+3 +4+5+6+7+8+ 9+ 0 =45 u xako ce npasu
ocMmondpeH 0poj, TO 3HAYM Ja U3 30Mpa MOpajy M30CTaTH mUPpPe IUjU je 30up
45-40=5.

Haxme 0 + 5, 1 + 4 wim 2 + 3. Ako ce npaBH HajMamH, ald U HajBehu
0poj uzocrahe 2 u 3, a mobuhe ce 6pojeBu 10456789, oqrocHo 98765410. A
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2. Enemenrtapue {nodantose jenuaunte — 2.4. Hexke npumene J[nodantoBux jeaHaunHa

HIPUMEP 27: O0dpedumu najmarsu u Hajeehiu npupodar 6poj uuje cy cee
yughpe paziuyume, axo je npouzeoo yugapa moe opoja 720.

PEIIEWE: Hajmamu Opoj je oHaj KOju ce MOYKE HAIPaBUTH Ca IITO Mambe
uudapa. Kako je 720 = 2*-3%5, to HajMarmu 6poj He MOke GUTH TpoLH(pEH, jep
ce HU 5 HU 9 He Mory KoMOuHOBatH ca 2. [Ipema TomMe HajMamH TakaB Opoj je
2589.

Hajsehu 6poj je oHaj koju nma mTo Buile nudapa, a Takas je Opoj unje cy
mudpe 1, 2, 3, 2-:2, 5, 2.3, nmakne 6poj 654321. Hanmomena: Hyma ce He cme
CTaBUTH Ha Kpaj Opoja, jep 6u Tama mpousBox 1udapa 6uo 0, a me 720. A

HIPUMEP 28:  [locmoju au 0soyughpen 6poj Koju je jeonax 30upy ceoje
yughpe decemuya u keaopama yughpe jeournuya?

PELIEWE: Heka je TpaxeHu nBouudpeny mpupogan 0poj xy. Tama je
10x +y = x + y>. Jlakne 9x = y> — y = y(y-1). Kako cy Gpojesu y u y-1
y3aCTOIIHM, OHH Cy M y3ajaMHO NPOCTH, INTO 3HAYU Jla HEMajy 3ajeIHHYKHX
nenmiana. [TomTo je eBa cTpaHa jeJHaKOCTH AeJbuBa ca 9 To je ca 9 nesbHuB Wiu
Opojynmmy— 1. Jakne mmn jey =9 mm je y — 1 = 9, ognocHo y = 10. dpyru
Cllydaj oTmaza, ma octaje camo BpeaHocT y = 9. Tagaje 9x=y(y—-1)=9 - 8,
TO 3HauK 72 je X = 8. Tpaxenu asouudperu 6poj je 89 = 8 + 9°. A

I[TPOBJIEMU 3A YBEXBABAIGE

89. Onpenutn Tpu npupoaHA Opoja YHjH je 30Hp jeTHAK FbUXOBOM ITPOW3BOY.

90. IlocToju ym meceT MPUPOTHUX OpojeBa TaKBUX N1a j€ ELUXOB 30HpP jeIHAK
IUXOBOM MPOU3BOAY U jeaHak 0pojy 20?7

91. 30up x mpupoAHHX OpojeBa jeAHAK je HUXOBOM IMPOU3BOAY U jEIHAK j€
2007. OppenuTn HajMawy 1 Hajsehu TakaB Opoj K?

92. Mepuau Opoj WBHUIIE KOLKE je mpHpojaH Opoj. Moxke I MOBpIIMHA KOIIKE
ourn 12347

93. Moxe i 3ampeMHHa KOLIKe, YWju je MepHH Opoj MBHIE MpHpOJaH Opoj,
outu 4327

94. IlocToju nmu kBajgap uuja je moBpmuHa 987654321 ako cy mepHH OpojeBH
HBETOBHUX MBUIA IPUPOAHU OpOjeBH?

95. Konuko uma cenmouundpeHux OpojeBa uuju je 30up uudapa 3.

96. Konnko nma nerouudpennx Opojesa koju uMmajy 30up mudapa 43.
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2. Enemenrtapue {nodantose jennaunte — 2.4. Hexke npumene J[nodantoBux jeaHauynHa

97. llocroju nm mpupoman Opoj umjm je mpomspon Imdapa jemaak 20007
OnpenuTy HajMamkU TakaB MPUPOIAH Opoj.

98. Iloctoju nm YeTBOpOIMQPEHH MPUPOJIAaH OpOj YHjU je Tpom3BoA Mudapa
jemnak 33607

99. Konmnko nMa metonmmdpeHnx OpojeBa 9uju je mpousBox mudapa 0?7
100. Kommko nma Tponudpenux OpojeBa unju je mpou3Boa nudapa 1447
101. Komumko nma Tpormdpenux 6pojea umju je 306mp 1udapa 57

102. Komuko HajMame W HAjBUIIE IM(apa MOKE UMATH IPUPOAaH Opoj Yuju je
npousBoa nudapa 5127

103. Kommko mma deTBOponM(PpEeHUX MPHUPOAHUX OpojeBa UHjH j€ MPOU3BOJ
udapa 3607

104. TIpupomau 6poj n° sammcyje ce mmdpama 2, 4, 5, 8, 8, 9, 9. Oxpeaurn
npupozaaH 6poj n.

[TPOBJIEMUA 3A UCTPAXKMUBAKBE

105. TIlocroju nmu Tpoumdper 6poj Koju je jeaHak 30upy cBoje mudpe jeAMHAIIA,
KBaJpaTa Hudpe neceruna u Kkyoa uudpe croruHa?

106. Oppenutn HajMamu nectonudpeHn Opoj 3a KOjU BaKM: IpBa LuUdpa
jemHaka je Opojy jeIWHMIIA y JCKaTHOM 3alHcy, Apyra Opojy mBojku, Tpeha
Opojy TpojkH, ..., IeBeTa Opojy NEBETKHM M JeceTa Opojy Hyla y JeKaJIHOM
3amucy Tor Opoja.

107. Ouwmrnegno je: 4 =22 =242, 6 = 1-2:3 = 14243, 8 = 1-1-2-4 = 1+1+2+4,
9 =1-1-1-3-3 = 1+1+1+3+3, ...Mcnurat 1a 71 ce CBaKH CIOXKEH Opoj S MOXKe
MpUKa3aTH y OOJUKY IPOW3BOJIa HEKOJUKO IPHPOJHHUX OpojeBa 4Hju je 30up
Takohe s.

108. Ha xomuko ce naumHa cyma onx 100 auHapa MoXKe HCIIATUTH HOBYA-
Hutama ox 1, 2 u 5 nunapa?
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3. PEIIIABAILE TUOD®AHTOBUX
JEJJHAYMHA METOJIOM TIOCJIE/IILE
LIUDPE

PemraBame JlnodaHTOBHX jeTHAUYNHA METOOM ITOCIEIHC UG pe 3aCHUBA
Ce€ Ha JeTHOCTaBHO] YMIH-CHUITH Ja aKo je yV jemHakocTu A = B, mocnenma mudpa
Opoja A jennaka s, oHIA je W mociedma nugppa Opoja B Takohe jennaka s.
HapaBHO WCTH TPUHIMIT BaXXH W 33 TOCIHEAE JBE, TPH, ..., TOCICABUX K
mdapa.

UHTepecaHTHO je mocMaTpaTé mociemme mmbpe 6pojea n, a”,
MPOU3BO/Ia HEKOJIMKO Y3aCTOITHUX MPUPOIHUX OpojeBa, Opoja n!, ... u qoOHUjeHe

PE3YITATC HCKOPUCTUTH 3a PCIIIaBAHC HCKUX HI/IO(l)aHTOBI/IX jeI{Ha‘-II/IHa .

3.1. PEHHABABE TMODPAHTOBUX JEAHAUNHA
KOPUIIRELEM ITOCJEIILE [UDPE BPOJA n*

[ocnemme uudpe 6poja n* mokasyjy M3BecHY 3aKOHHTOCT KOja ce BeoMa
YCICIITHO MOKEe NMPUMEHUTH KAa0 OCHOBA 33 PA3IMKOBAE CIydajeBa MPUINKOM
pasmarpama nojeAnHux JnodaHToBUX jenHauYnHA.

ITPOBJIEMU 3A YBEXBABAIGE

109. [IIpupoman Opoj n 3aBpiasa ce jemHoM o aecetT Iudapa u3 ckyma {0, 1,
2,3,4,5,6,7,8,9 }. Onpenut kojoM IUGPOM CE€ y TOM CIIy4ajy 3aBpIIaBajy
OpojeBu o’ nt, ... n'n" u MOITYHH HapeIHY TaOIUILy:

ITocnenma mudpadbpojan— [0 |1 |2 (3|4 |5|6|7 |89

Hocnemma muppa Gpoja n* —

[ocneama mmbpa 6poja n° —

[ocnemma tudpa 6poja n' —

[Mocneama nudpa 6poja n5 —

ocneama mmbpa 6poja n° —
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3. Meron nocrenme uudpe — 3.1. Mocneama rudpa 6poja n*

ocneama mudppa Gpoja n® —

Hocneama uudpa 6poja n’ —

ocnenma mudppa 6poja n® —

Hocneama uudpa 6poja n° —

Hocnemma muppa 6poja n'’ —

[ocnemma mudpa 6poja n'' —

Hocnemma muppa 6poja n'> —

[ocnemma tudpa 6poja n'> —

Hocnemma muppa 6poja n'* —

Hocneama uudpa 6poja n'° —

Hocnemma muppa 6poja n'® —

110. JoxazaTtu na je mocineama nudpa KBaapaTa npupoaHux opojesa 0, 1, 4, 5,
6 mnn 9.

111. KsagpaTtu npupoaHux OpojeBa HUKaJa ce He 3aBpllaBajy uudpama 2, 3, 7
u 8. [lokazaru.

112. Axo je n mpupoaas 6poj, OHaa je nocueama muppa 6poja n' jennaxa 0, 1,
5 unu 6. [{okazaru.

113. JokasaTu Ja ce YeTBPTH CTENEH NPUPOAHOT Opoja HUKala He 3aBpllaBa
mudpama 2, 3, 4,7, 8, 9.

114. Axo je n npuponas 6poj, oHaa je mocenma muppa 6poja n’ - n Hyna, Tj
6poj n’- n je aemus ca 10. JlokasaTu.

4x+a

115. 3a cBaku mpupogaH 6poj a, O6pojeBu n° U n 3aBpILaBajy c€ UCTOM

udpoM (ne N, ke N). JlokazaTu.
HIPUMEP 29. Kopucmehu napeony mabauyy ucnumaj oa au nocmoje
npupoonu 6pojesu x u y, maxsu 0a axcu jednakocm: x> + 5y = 12345677

PEIIEIE: Bpoj x° ce yBek 3aBpmasa mudpama 0, 1, 2, 4, 5, 6 wim 9
(mpBa BpcTa), a 6poj Sy ce yBek 3aBpiiasa iudpama O wim 5 (TIpBa KOJIOHA).

Syd > |o1]|4|5|6]9
0 0|14
5 5169014
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3. Meron nocrenme uudpe — 3.1. Mocneama rudpa 6poja n*

Taza ce BUXOB 36Hp X + 5y yBek 3aBpimaBa jexHoM o mmbapa 0, 1, 4, 5,
6 wnn 9 1 HuKaxa He 3aBpmaBa Mudpama 2, 3, 7 unu 8, ma je 3ato Hemoryhe aa
x> + Sy Oyne jennaxo ca 1234567. A

116. Tlocroje mu e GPOjEBH X U y TAKBHU [a BaXH jeIHAKOCT: X° + 5y° = 333
3333337

117. HampaButu oxaroBapajyhy Tabmuily u ako je n mpupomaH Opoj,
oJIpeu Koja je mocienma nudpa 6pojea 2n2, 4n2, 6n2, 8n>?

118. HckopucTUTHM HapeaHy TaONWIy ¥ OAPENUTH 1a JH jeAHAYHHA
5x* + 2y* = 1999 uma pelerba y CKyIy LeTnx 6pojesa?

5x24 2y*—

IIPUMEP 30. Odpedumu da au jeonauuna X' + y' = 123456789,
UMa peuterba ako ¢y X u'y yeau opojesu?

PEIHIEWKE: Konctpyuie ce TabiauIa 4nju Cy eJIEMEHTH MOCICIHE
mdpe deTBPTHX cTenena 6poja x*, omHocHo y*. Kako ce KBagpaTH meimx
OpojeBa 3aBpmaBajy uugppama 0, 1, 4, 5, 6 unu 9, To ce BLUXOBH KBaIpaTH,
Tj. YETBPTH CTETICHH LIeuX OpojeBa 3aBpiiaBajy nudpama 0, 1, 5 wmm 6.
VYrumemo y Tabnuiy mochefame Iudpe W oHAa Te mochenme Iudpe
cabepeMo, a y TaOJIHIly YHOCUMO TOCIeamhy udpy 30upa.

xtd yi» 0|1 ]5]6

516
6 | 7
01
1|2

AN | =[O

Rl B I () W I NS B

0
1
5
6
4

W3 tabumie je ounrieqHo 1a ce X +y MOJKE 3aBplIaBaTd IHQpama
0,1, 2,5, 6 umu 7 u He Mmoxe 3aBpiuasaru udpama 3, 4, 8 u 9. IIpema Tome
jennaunna X' +y* = 123456789 Hema perema. A

119. Jlokasatu na jenmaunna X' + 3y’ = 777...777 (6poj cenmuua je n)
HeMa 11eJI00pOjHUX pelliekha HUl 3a jeJJaH IpUpoJaH Opoj n.
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3. Meron nocrenme uudpe — 3.1. Mocneama rudpa 6poja n*

120. Jla m jenmaumna x° + 4y* = 98765432 uMa peliersa y CKyITy Lelux
Opojesa?

121. 3a xoje BpeAHOCTH jeMHOIU(PPEHOT MPUPOIHOT Opoja n, jeTHAYNHA
x* 4+ 4y* = 10k + n Hema pelrera y cKyIry Lenux 6pojesa (X, y i k € N)?

122. Tlocroje /i memu OPOjeBM X, Y W Z, TAKBH 4a je X + y' + z' =
999...999 (6poj neBeTKH je MPOU3BOJbaH)?

123. Jla nu jemmaunmna 3x* + 4y° + 5z'° = 987654321 nma pemema y
CKyIly Leiux opojena’?

124. Onpenu na i jemHaumse X' - y' = 12345678 u x* — 2y* =7 umajy
peliema y cKymy nenux opojeBa?

125. Jla nu jenHaumna X' — X + y° = 12345678 uma pelnema y CKymy LEInX
Opojera?

[TPOBJIEMHA 3A NCTPAXUNBABE

126. Tlocroje v wenu GPOjeBH X, Y U z TAKBU A jefHAYMHA X @ + y° =

z'°- 7" + 4 uma pewmema?

127. Jla i jennaumna X' - X+ y2z4 = 12345678 numa peniema y cKymy
nenux opojesa?

128. AKO Cy X, y U Z Iie/ OpojeBH OHJa jenHaunHa X'y° - 2 +z =2
HeMa pelewa. /[okasaru.

129. Oxpemuti cBe jexHomudpeHe GpojeBe n 3a Koje jeqHadnHa X' + Y —
y + 5z = n uMa 6€CKOHAaYHO MHOTO IIEJIO0OPOJHHUX peIIeHa.

3.2. PEHHABABE JUODPAHTOBUX JEAHAUYMHA
KOPUIITREWHEM ITOCJEAKBE ITU®PE BPOJA a”

VY npeTxogHUM IMpUMEpUMa MO ITocMaTpalid KBaapare, Tpehe crernewe, ...
MpUPOAHUX OpojeBa M yTBphUBaIN MPaBUITHOCT KOja C€ MOXKE TIPH TOM yOUHTH.
Cana hemo uctpaxuBaTu mocienme nudpe opojesa ...1% ..2% ..., ...9" u omer
MOKYIIATH JIa YOYUMO TMPaBUIIa KOja ce MOTY KOPHCTHUTH 3a YCIICIIHO PEIllaBarmbe
Hekux kiaca JlnodaHToBuUX jeqHAYNHA.
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3. Merox mocienme mudpe — 3.2. [ocnenma mudpa 6poja a"

ITPOBJIEMU 3A YBEXBABAIGE

130. Ilpupoman Opoj a 3aBpIaBa ce jeAHOM o neceT nudapa u3 ckyna {0, 1, 2,
3,4,5,6,7,8,9 } . Onpenutu kojoM mUPpPOM ce y TOM CIIy4ajy 3aBpIIaBajy
6pojesn a°, a°, a*, ... a'%, a", ... a" u momyHu HapeaHy Tabiumy Boxehu pauyHa O

pa3HHUM cJTydajeBuMa 3a IPUPOIaH Opoj n :

[ocnenmwa uudpa Opoja a 011234 (5|]6|7]8|9

[Tocnenma nudpa 6poja a

[ocnenmwa uudpa Opoja a

[Tocnenma nudpa 6poja a

[Tocnenma nudpa 6poja a

[ocnenma uudpa Opoja a

[Tocnenma nudpa 6poja a

[ocnenmwa uudpa Opoja a

[ocnenmwa uudpa Opoja a

[Mocnenmwa nmudpa 6poja a

Tocneama mudpa Gpoja a*™*!

ocnenma mudppa Gpoja a**?

Hocneama uudpa 6poja a’™+

Tocnenma mudpa Gpoja a'™

131. Ako je n mpupozaaH 6poj, Koja je nocieama unudpa 6poja 11"? Ako cy k u
n OpupoIHU OpojeBH, oHIa je mocneama uppa 6poja (10x + 1)" jennaka 1.
Jlokazatu.

132. Koja mudpa je nocrenma nudpa 6poja 5 ***°? Axo je n npuponan 6poj,
oHjIa je mocneama udpa o6poja 5" jennaxa 5. JlokazaTu

133. Axo je n mpupoman 6poj, koja je mocmemma mmppa Gpoja 607%™

Jlokasaru 1a je mocieama nmudpa 6poja 6" jeqnaka 6 3a cBaku IpUpoaaH 6poj n.

134. Kojom mudppom ce 3aBpiasa 6poj 4****? Ao je n mapan npuponau 6poj,
oHjIa je mocieaba udpa 6poja 4" jeqnaka 6, a ako je  n HemapaH Opoj OHjIa ce
6poj 4" 3aBpruasa udppom 4. Jlokaszarw.

135. Ako je n mpupomaH 6poj, koja je mocimemma mudpa Gpoja 9%
Jlokasaru Ja ako je n mapaH IpupoaaH Opoj, oHja je mocieama nudpa 6poja 9"
jemHaka 1, a ako je n Hemapa O6poj oHzaa ce 6poj 9" 3aBpiuasa Eppom 9.
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3. Merox mocienme mudpe — 3.2. [ocnenma mudpa 6poja a"

136. Koja je mocmemma tmbpa 6Gpoja 7 P9 Kojum umbpama ce
3aBpIaBajy opojeBu o6smka 7"

137. Jla nu jegmaumna 6% + 31 = 123456789 wuma pemema y CKyIy
npupoaHuXx Opojesa?

138. Jlokasatu na jemnaumna 99* - 44% =111...111 Hema peliema ako Cy X 'y
OpUPOAHU OpOjeBH.

HIPUMEP 31. Oodpedumu O0a nu nocmoje npupoonu bpojesu X, y u z,
maxkeu oa sasicu jeonakocm 4 + 9 = 11°?

PEIIEBE: Bpoj 4* ce 3aBpiasa muppama 4 umu 6, a 6poj 9° uudpama 1
uin 9. TIpema Tome 30up 4° + 97 ce Mmoxe 3aBpmaBatu nudpama ...4 + ...1=...5,
WA44.9=.3,.6+..1=.7u..6+..9=..5 Jakre, 4+ 9" ce 3aBpmasa
madppama 3, 5 wm 7, a 11° yBek mmppom 1, mro 3HaYM aa aKko Cy
X, y ¥ Z, IPUPOTHH OpOjeBH jeIHAUNHA HEMA PELICHA.

139. Ilocroju nu npupoaad 6poj n Takas Ja jeaHaunHa 5° + 6” + 7° = 666...66
(LIeCTHIIA je TaYHO N) UMa PELIEhe Y CKYIy IPUPOIHUX OpojeBa?

140. [la nu jennaunba 8-5° + 7-6° + 6-7° = 98765432 umMa pelere ako Cy X, y U
Z IPUPOTHH OpojeBH?

141. Tlocroju 1 npuposaH 6poj X Takas aa je 2* + X = 555 555 555.

142. Kopucrehu HapeaHy Tabmuiy oApean Aa JH MOCToje MPUPOAHU OpojeBH X
'y, TAKBH 12 je X+ 57 = 123456787

L x>0 145|619
5

143. TlocToje i IPUPOIHE GPOjEBH X 1 y TAKBH 14 je X' + 6 = 8765437

144. Axo cy p, q U r IpocTH 6pojeBn, oHna jenHaumna p' + q' = r' Hema
peuema. Jlokazatu.

145. Tlocroju I mpHupoxas Gpoj n Takas fa jemHaunHa X- O + 1999Y =
888...888 (6poj ocmuIIa je n) uMa peliema y CKyIy meamux opojena?

146. Hexa je x mpuponan, a p mpocT Opoj. [lokasaru na jeaHaunHa
4* + p* = 9876543 Hema pemea.

147. Axo cy p, q ¥ I IpocTH 6pojesu, pemutn jeanauunny Sp* + 6q° = 7r',

148. Onpenuru cBe jemHomudpene 6pojeBe n Tako Aa jeaHadnHa X° + 647 =
10K + n UMa pememe y CKyIy Ieanx 0pojesa.

29



3. Merox mocienme mudpe — 3.2. [ocnenma mudpa 6poja a"

I[TPOBJIEMHA 3A NCTPAXHNBABE

149. Opnpenutn cBe mpupomHe OpojeBe X M CBE MPOCTE OpojeBe p Tako Ja je
5+p =157.

150. Ako cy p, q u r mpocTd Opojesn, oHza jemHaunHe p* + g = r*

HeMma peliema. JlokazaTu.

3% = 10k + n, rnecy p,qur

151. Jlara je jenmaumna p'*° + q*® + r
MPOCTH, a K U n mpupogHu OpojeBu. Oapenutn jennormdpenu 6poj n

TaKo JIa J1aTa jeIHaYNHa UMa pelieHhe?

3.3. PEHHABABE JTMOPAHTOBUX JEITHAUYNHA
KOPUITREBEM ITOCJTIEABE [MUOPE ITPOU3BOJA
HEKOJIMKO Y3ACTOITHUX ITPUPOJHMX BPOJEBA

152. Tlpupoman Opoj n 3aBpuiaBa ce jeqHoM ox aeceT mudapa u3 ckyna {0, 1,
2,3,4,5,6,7,8,9 } . Onpenutn KojoM H(PpoM ce y TOM CIIy4ajy 3aBpIaBa
NpPOM3BOJ, [1Ba, TPU, YETHUPH, MET U BHUIIE Y3aCTONMHHUX MPHUPOJHHUX OpojeBa H
MIOITYHU HapeIHy TaOIuIly:

ITocnenma mudpa 6poja n 0123 |4|5]|]6|7|8|9

ITocnenma mudpa n(n +1)

ITocnenma mudpa n(n +1)(n+2)

ITocnenma mudpa (n+1)(n+2)(n+3)

ITocnenma mudpa mpon3BoIa BUIIES

y3aCTOIHUX LeNuX OpojeBa

ITPOBJIEMU 3A YBEXBABAIGE

153. Koje cy mocneame mudpe mMpou3BoJa JIBa y3aCTOIHA IMPHPOIHA
6poja?

154. Kojum mudpama ce HHKaga HE 3aBpIaBa MPOU3BOJ TPU y3acTOIHA
npupoHa 6poja?

155. Koje cy mocieame nudpe mpou3Bojia YeTUPH Y3aCTOITHA TPUPOTHA
6poja?
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3. Meton nocnenme nmudpe — 3.3. [locnenma nudpa mpons3Boa y3acToHEX OpojeBa

156. Kojum nudpama ce HHKana He 3aBpIIaBa MPOU3BOJ MET y3aCTOIMHUX
npupoaHuX OpojeBa’?

157. [loxa3aTu j1a je MpOU3BO/I IBa y3aCcTOIHA MTPUPOIHA Opoja MeJbUB ca
2, MPOM3BOJI TPU y3acTOITHA MpHUpoaHa Opoja je nesbuB ca 6, a MPOU3BOI
YETUPH Y3aCTOITHA MPUPOJIHA Opoja nebuB ca 24.

158. Ilpow3Boxa meT y3acTOIHUX MPUPOAHHX OpojeBa je nespuB ca 120.
Jloka3aTu.

159. TlocToju 1im 11eo 6poj X, TAKAB /1A BAXKM jSAHAKOCT X + X = 9876547

160. Iloctoje mu menu OpojeBU X Uy TakBH Ja je x(x+ 1)+ 1998y1999 =

12345677

161. Jla 1 jenHaunHa X° +y° = X — y + 7654321 uMa pelrermsa y cKymy
nenux oOpojena’?

IIPUMEP 32. Mooice 1u 30up npsux n npupoorux opojeea oumu 444
444 2
n(n+1)

Pememe: Heka je 1 + ... + n =444 444, Tana je =444 444,

mTo 3Hauu aa je n (n + 1) = 888 888, mTo HUe moryhe, jep ce mpou3Bos
JIBa y3acTomHa Opoja Moske 3aBpiaBaTi camo udpama 0,1 umum 6. A

162. Ilocroju nu mpuponaH Opoj n TakaB ja jenHaunHa 1 +2+3 + ... +
X + 5% = 222...222 (6poj OBOjKH je n) WMa peuiemha y CKyMy IennX
Opojesa?

163. Kopucrehu TaGnuily HCIHTATH [a T jeqHaunHa X' + y* = y* + 123456789
uMa pellema y CKyIy Heaux opojesa?

yz(yz—l) d xt =

164. Jla nu mocroju 11eo 6poj X TakaB 1a je X(X+1)(x+2) = 987654327

165. Jla mu jemnaumHa X(X-1)(x-2) = 4444444444 uma uenobpojHuX
peuiewma?
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3. Meton nocnenme nmudpe — 3.3. [locnenma nudpa mpons3Boa y3acToHEX OpojeBa

166. Ilocroje nu nenu OpojeBM X M y KOJH 33J0BOJbABAjy jeTHAUUHY
x* = 3x” + 2x - 117 = 2345677

167. Ogppenutu jeaaouudpeH O6poj n Tako Ja jeAHauynuHa SX + y3 + 6y2 +
11y + 6 = 10k + n uma pernieme?

5x 4 Y +6y° +1ly+6 —

168. Ilocrtoju nu 1meo 6poj X TakaB Ja BaXKu jeaHakocT X(X + 1)(X + 2)
(x + 3) = 888 888 888?

169. [la mu jennaumHa x(X —1)(x-2)(x — 3) = 987654 wuma nenoOpojHUX
peuema?

170. Tlocroje u memu 6pojeBH X U y Takeu 1a je 4* + y* + 2y’ — y* — 2y
=0876543127

171. Oxpemuth jexHonudpeH 6poj n Tako 1a jeAHa4nHA X + V' - 2y -
+ 2y = 10k + n uMma pemieme, ako Cy X, y U K 1ienu 0pojeBu?

172. Axo je x(X + 1)(x + 2)(x + 3)(x + 4) = 1234567890 onpga x HUje €O
0poj. lokazaru.

173. Jlara je jenmaumna x° — 5x° + 4x + 79 = 10K + n, TA€ Cy X, ¥ U K
npupoaHu OpojeBH, a n jeaHonudpeH npupoaan O6poj. JlokazaTu na marta
jemHauyMHa UMa pelieme caMo ako jen €{1, 3,7, 9} .

174. ]lata je jenHaumHa X + y5 +4x = 5% + y + 1999. Jloka3atu na nata
jeaHaYrHa Hema 1esI00pOjHUX pelemha.

175. Kojum mudpama ce 3aBpiiaBa Mpou3BOJI JBa y3acTOIHA 1iena Opoja
UCTE MapHOCTU?

[TPOBJIEM 3A UCTPAXKUBAKE

176. Tlocroje v memu GPOjeBH X U y TakBH 1 je X° + 5° = X + 9876543

177. Jla i jenHadnHa X° + 2X 4+ 6° = 12345678 uMa pemerma y cKyIry
nenux oOpojena’?

178. Oppenutu jenHouu(peHH HPUPOAHHM Opoj N TaKO Aa jeAHAYMHA
1+2+3+...+X -5y=n uma pemiewma y CKyImy nNpupogHux OpojeBa’?
Konuko pemema nma gara jenHaunHa?
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3. Metop nocnenmwe nudpe — 3.4. [ocnenma nudpa 6poja n!

179. Hcnurars 3a Koje BpeIHOCTH jexHomudpeHor 6poaj n jeaHa4dnHa X
+ y5 - 5y3 + 4y = 10k + n uMma 1ENOOPOjJHO perieHe (X, y U K Cy IeNn
OpojeBn)?

3.4. PEHHABABE JIUO®AHTOBUX JEJJTHAUYNHA
KOPUIITREWEM TTOCJIEAKBE LIUOPE BPOJA n!

180. IIpousBoa mpBUX n y3acTOMHUX MpUPOAHUX Opojesa 1-2-3-...(n—1)n 30Be
ce n pakropujen u obenexana ce ca n!. MU3pauynatu 1!,2!,3!,4!, ..., 10!.

1! 2! 3! 4! 5! 6! 7! 8! 9! 10!

I[NPOBJIEMU 3A YBEXGABAE

181. Kojom mmudpom ce 3aBpmiaBa 6poj n!?

182. 3a xoje BpeAHOCTH MPUPOIHOT Opoja n, je 6poj n! Hemapan?

183. [lokasatu na je 3a n =4, 6poj n! nesbuB ca 4.

184. Ako je n =5, 6poj n! ce 3aBpmaBa rudpom 0. Jlokazaru.

185. Oppenutu cBe mpupoHe OpojeBe X Uy Tako Aa je x! + 2y =2007.
IIPUMEP 33. AKo cy X u y npupoOoHu Opojesu peuumu jeOHauuHy

2% + y! = 969.

PEILEWE: Kako je y! = 969 — 2x* u kaxo je 2x° mapas 6poj, To je
y! HemapaH 6poj. 3Haun 1a je y = 1, ma je 2x” = 968. Cienu 1a je x° = 484
PO 3HauW Ja je X = 22.A

186. Jla su jemmaumna x! + 57 = 98765432 uma periema y CKyILy
npupoaHuX OpojeBa’?

187. AXo Cy X M Y IPUPOIHH OpOjeBH, PEINTH jeqHaunny 6" - y! =192 .
188. OxpenuTu npupoHe 6pojeBe X U y Takse 1a je x! + 5% = 131.
189. Opnpenutu cBe mpupoHe OpojeBe X U y Tako 1a je x! + y! = 5046.

190. Pewmty jennaunny x! + 3 = p’, aKo je X IPUPOJAH, a p IPOCT Opoj.
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3. Metop nocnenmwe nudpe — 3.4. [ocnenma nudpa 6poja n!

191. Kopucrehu nmary Tabnuily, OIpeaWiTH Ja JIA TIOCTOje TPHUPOIHHU
OpojeBu X M y TakBH Ja jenqHaunna X! + 9° = 12345678 uma penierma?

¢l | x>

192. Pemmrtn jennaunny x! +y> = 1297, ako Cy X U y IPHPOIHH GPOjeBH.

193. Jlokasatu Ja jeHauMHa x> + y! =333 333 "Hema pemiewma ako cy X
U Y IPUPOHU OpOjeBH.

194. TlocToje au mpupogHK OPOjeBH X, y M Z TakBH 1a je 5 + 6” +z! =
999...999 (999 neerkm) ?

ITPOBJIEM 3A NCTPAXMBABE
195. Tloctoje i pUpOIHU OPOjeBH X, y U Z TakBu aa je 5° + 6” + z! =
999...999 (2006 neBetkm) ?
196. OxpemuTH cBe IPHpPOIHE 6pojeBe X 1 y Takse 1a je x! + y* = 10024.

197. OxpemutH mpupoiHe 6pojeBe X U y Tako ga je 1! + ... + x! =y~
Konuko nma pemema?

198. AKO Cy X, Y M Z NPHPOIHU OpOjeBH, a 1d je jenHaunHa x! + 2y’
+ 5% =9876543210 uma pelema.

2.5. HEKE IPUMEHE METOJIE TIOCJIEJIILE
[IUDPE

I[TPOBJIEMU 3A YBEXBABAIGE

199. Mepnu 6poj UBHIIE KOIIKE je MpupoaaH Opoj. Moxe nu MepHH OpOj
NOBpIIKHA Kouke outu 19987

200. VY paBHH je 1aTO n Tadaka oOjf KOJUX HUKOje TPH HE MPHUIAAA]y UCTO]
mpaBoj. 3a Koje n, je naTum Taukama oapehena 231 mpasa?

201. Moske 11 KOHBeKcaH MHoroyrao umaTtu 11111 aujaronana?

202. Tlocroje I mpocTn 6pojeBH p, q i r Taku aa je 2° +q' =1! ?
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3. Merox mocnenme mudpe — 3.5. Heke nmpueMeHe MeTo e mocienme mudpe

203. Jlato je n Tayaka y MpOCTOpY, IPH Y€MYy HHKOj€ YETHUPH TauyKe He
MpUNazajy MCcToj paBHU. MHIIaH je M3padyHao Ja Jare Tadke onpehyjy
5432 paBuu. la 1u je MunaHoBa pauyHHIIa UCTIpaBHA?

204. CrnoBocnarau je pacyo mudpe 0, 2, 3,4, 4,7, 8, 8,9, 9. Ucnocra-
BUJIO c€ JIa Cy TO udpe mecTor creneHa npupoaHor 6poja n. Oapenut
Opoj n.

205. JaHko je cabupao MpBUX N TapHUX NPUPOAHUX OpojeBa U J0OHO
30up 987 654. Mapa je cabpasia mpBUX K HEMapHUX MPUPOAHUX OpojeBa
u gobuna 36up 34 567. [la mu cy OHM TauyHO M3BPIIWIHN cabupame?

206. bpat u cectpa cy ['aycoBUM MOCTYNKOM padyHajau 30Up MPBUX N
IPUPOIHUX OpojeBa U JOOHMIU pe3ylTaTe KOjU Cy Ce Pa3IMKOBAIM CaMo Y
nocienwoj] nudpu. bpat je TBpauo aa je nocnenma mudpa 4, a cectpa aa
je mocnenma nudpa 8. Ko je 6uo y npaBy?

207. Oppemutu mpupoaaH Opoj n, ako je 36up O6pojeBa 1 +2 +3 + ...+ n
TpordpeHN TPUPOIHH OpOj UHrje Cy cBe Iudpe jeHaKe.

208. Iloctoju nu nBomM@peHH MPUPOTHH Opoj KOjU je jeaHak 30upy
dakTopujena cBojux nudapa?

SATALIA CA MATEMATUYKUX TAKMUYEA

209. Jlokaszatu ga 6poj 172" + 7 me moxe Gutu kBagpar resor 6poja.
(Kujescka MO — 1980).

I[TPOBJIEMUA 3A UCTPAKMBAIGE

210. Iloctoju nu nBonM@peHH MPUPOIHH Opoj KOJjU je jeaHak 30upy
daktopujena cBojux nudapa? OnpeauTu cBe TporudpeHe TPHUPOIHE
OpojeBe Koju cy jenHaku 30upy pakTopujena cBojux nudapa.

211. Axo je X mpupoaaH Opoj OAPEIUTH na M je Moryha jeaHaKoCT:
X*+ (x+1)° +..4 (x+99)° = 876543210.

212. Jla ou ce 6poj obnuka 10° — 1 Moxe mpukazaTH Kao 30up (akTo-
pujena aBa mpupoaHa 6poja’?

213. Jla nu mocToje TpU Y3acTOMHA MPHPOAHA Opoja uumju je 30up
KBaJlpaTa jelHaKk derBopouudpeHom Opojy dmje cy cBe mudpe jeaHaxe?
Jla nu mocToje TpW y3acTOIlHAa HemapHa MpUpojHa Opoja uuju je 30up
KBaJIpaTa jeqHak 4erBopouudpenom Opojy uuje cy cBe mudpe jenHaxe?
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4. PEIIABAKBE JTMODPAHTOBUX
JEIHAUYNHA METOJOM AJITEBAPCKHMX
TPAHCOOPMALIMJA

Y 0BOM MoOIIIaBIby, HA CIIMYAaH HAYMH Kao KOJ eleMeHTapHuX J(nodanTo-
BUX jeJHaUYMHA W KOpHIIhema Mocieqme nudpe, cucreMaTusyje ce y Moryhoj
MepH pemaBambe JlnohanToBux jeqHaunHa KopuithemeM anredapckux Tpancdo-
pMmarja. Hamme anrebapcke TpaHchopmariyje ¢y cpeAcTBO KOjUM Ce IoJIa3Ha
JlnodanToBa jeqHaunHa JTOBOJY HAa CKBUBAJICHTAaH OOJMK TMOTOJAaH 3a JHCKY-
CHjy, Tj. 3a pa3IMKOBamke CIydajeBa. Kako To KOHKpETHO M3rjeaa M Kaja ce Kao
CPEIICTBO KOPHCTU MPOMU3BOJ, KOJIUYHHK, 30U, HEjEAHAKOCT, MAPHOCT, JIEIHU-
BOCT WJIM HEIITO JIPYT0, HajOOJbE WITYyCTPY]y cieachu mpumepn u mpoOIeMu KOju
ce MpeJyIaxXy 3a CaMOCTaJIaH Pajl U UCTPAKHBAE.

4.1. PEIHABABE TMODPAHTOBUX
JEJHAUYNHA KOPUIIIRELEM ITPOU3BOIA

Kao mHCTpyMEHT 3a pa3nukoBame CiaydajeBa mpu permaBamy Jmoda-
HTOBUX jellHAUMHa YeCTO C€ KOPUCTU Mpou3BoA. IIpBH Kopak y peliaBamy je
TpaHchopmanmja 0ap jemHe CTpaHe jeAHAYMHE (3aBHCHO O] CiIydaja) y OOJIMK
morofaH 3a (aKkTopHu3aldjy Kako JeBE, TaKO M JECHE CTpaHE jEeTHAKOCTH.
HajnoBosbHHUja cuTyanuja je YKOJHKO Ce Ha jeJHOj CTPaHH jEOJHAKOCTH H3pPa3
KOJH CaJIp>K¥l MPOMEHJBUBE (DAKTOPH3Yje Ha YUHHUOIIE, a Ha IPYT0j CTPaHU jeTHa-
koctu (pakropusyje koHcraHTa. [Ipumepu Koju cieme HajOOJBE WIIYCTPYjY
Kopumrheme TPOU3BOIa PaIn JaKIIeT pa3IBajama CiydajeBa.

HIPUMEP 34. Oo0peoumu cee yene dOpojede X u y Koju 3a0080/6A8ajy
jeonaxocm xy + 3y —5x = 18.

PEINIEWBE: Jemnaumna xy + 3x - S5y = 18 ekBuBajeHTHa je ca
jemHaunHOM Xy + 3y — 5% — 15 =3, omHocHo (x + 3)(y — 5) = 3. Kaxko je 6poj 3
pocT Opoj, pa3nukyjy ce cneaehe MoryhHoCcTH:

1) x+3=1y-5=3=>x=-2,y=8;
2) X+3=—l,y—5=—3:> x=-4,y=2;
3) x+3=3,y-5=1=x=0,y=6;
4) x+3=3,y-5=-1=2x=-6,y=4. A
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4. Meron anrebapckux Tpancdopmarmja — 4.1. Kopunrtheme nponssona

[IpousBo/ ce ycrenrHo KOPUCTH HAPOUYHTO y CIIydajeBHMa KaJjia jeHa O]
CTpaHa jeHaKOCTH IPEACTaBjha MPOU3BO MPOCTUX OpojeBa, O0e3 003upa ma au
ce paid O KOHCTaHTaMa WM TNPOMEHJbHBUM. HMiycTpamuja TakBOT jeTHOT
ciydaja je cieaehu nmpumep.

HIPUMEP 35. Oodpedumu cee npocme bOpojese p maxo oa je 2p + 1
ceoMu cmeneH Hekoe npupooroe bpoja.

PEHIEE: Heka je Tpaxxenu npupoaau 6poj n. [Ipema ycrnosuma 3amatka
je2p+1=n’,1.0 —1=(n- D@+’ +n*+n’+n’+n+1)=2p. Kako cy 1,
2, p ¥ 2p jenuHu YuHUOLM Opoja 2p, To cy Moryhu cnenehu cinyyajeBu:

1) Akojen -1=1,0oumaje n=2,mjen’+n’ +n*+n’+n*+n+1=
2p = 127, mro Huje mMoryhe, jep je 2p mapan, a 127 Henapan 6poj ;

2) Akojen—1=2,onmajen=3,majen’+n’ +n*+n’+n°+n+1=
1093 = p. Kako je 1093 npocTt 6poj, To je ypeheru nap (3, 1093) jeqHo pememe
mpoOiema.

3) Akojen—1=p,ommajen=p+1>3, majen’+n’+n*+n’+n*+n
+12>n+ 12 3, mTo 3Ha4M 1a y OBOM CITydajy HEMa peliemha.

4) Akojen—1=2p,ommajen®+n’ +n'+n’ +n*+n+1=1, maje
n® +n’ +n' +n’ +n° +n = 0. [perxoaHa jeqHadYNHa MMa jeIMHA peanHa
pemema n = 0 wiu n = -1, ma npobaemM omeT HeMa pemiema, jep 0 u —1 Hucy
pUpOIHU OpojeBr. A

IIPUMEP 36. Oopedumu cee npupoore bpojese x maxeée oa je 2° + 1
Keaopam npupoonoz opoja.

PEIIEWE: Akoje2'+ 1=y’ oumajey -1 =(y+ 1)(y-1)=2" Jenuuu
upHKONM 6poja 2° cy cremenu Gpoja 2. Heka je 2* = 2° - 2° (a > b), rze je
a+b=x. Tamajey+1=2" u y-1=2" maje2*-2"=2 Cuemu naje
2°(2**-1)=2.Jachojemaje 2’ =2u2*"-1=1,majeb=1wu a-b=1. Jlakne
a=2,b=1lux=a+b=3.Ipematomeje2’+1=9=3%majey=3. A

I[IPUMEP 37. Jlokasamu 0a 6poj n' + 2n’ + 2n° + 2n + 1 nuje xéaopam
npupooHoe bpoja Hu 3a jedan npupoodar 6poj n.

PEIIEWE: Kakojen'+2n’+2n°+2n+1=n"+2n"+n’+n’+2n+1
=n’*+2n+ D +n*+2n+1=@"+2n+ D@+ 1) =0+ 1)> @+ 1), 10 je
no6ujeHn Gpoj MOTIyH KBAApaT caMo ako je n° + 1 TMOTHyH KBaipaT, TO jecT
n’+1 =a’ Taﬂajeaz—n2= I,1j.(a-n)(a+n)=1.Cremnqajea-n=a+n=
1, omakne je a= 1 u n =0, mTo HUje Moryhe, jep n = 0 HHje pupoman 6poj. A

37



4. Meropn anrebapckux Tpancdopmarmja — 4.1. Kopunrtheme nponssozna

[IPUMEP 38. Pewwmu jeonawuny x(x + 1)(x + 7)(x + 8) = y* y ckyny
yenux 6pojesa.

PEIHEBE: [NoromauM MHOXEHEM U3pa3a J00Hja ce Jia je aTa jeTHaYrHa
S€KBUBAJICHTHA Ca jeIHAYMHOM x>+ 8X)(x* + 8x + 7) = yz. MuoxemeM ca 4
nobuja ce QX+ 16x+7 -12x*+ 16x+7+7) = 4y2, a JajboM TpaHC(o-
pMammjom (2x° + 16x + 7)° - 49 = 4y, ma je (x> + 16x + 7)* — (2y)* = 49.
Onaspe ce n06uja mpomsox (2x” + 16x + 7 — 2y)(2x* + 16x + 7 + 2y) = 49.
Pasnukyjy ce cnenehu cny4ajeBu:

1) 2x°+16x+7-2y=1 1 2xX°+ 16x + 7 + 2y = 49;
2) 2X+16x+7-2y=7 u 2xX’+ 16x+ 7 +2y=7;

3) 2X°+16x+7-2y=49 u 2x°+ 16x+7 +2y = I;
4) 2xX°+16x+7-2y=-1 u 2x°+ 16x + 7 + 2y = -49;
5) 2X+16x+7-2y=-7 u 2X°+ 16x+ 7 + 2y = -7,
6) 2x°+16x+7-2y=-49 u 2x°+ 16x + 7 + 2y = -1.

W3 nmobujeHnx cucTema jemHavmHa ciefe cienachu cucremMu kBampaTHUX,
OJTHOCHO JINHCAPHUX jETHAYMHA:

o 4X°+32x+14=50 udy=48 um X’ +8x-9=0 uy=12;

o 4X°+32x+14=14 mdy=0 wm X’ +8x=0 uy=0;

o 4x*+32x+14=50 u 4y=-48 wm X’ +8x-9=0 u y=-12;
o 4xX*+32x+14=-50u 4y=-48 wm X"+ 8x+16=0 u y=-12;
o 4X+32x+14=-14 m dy=0 wm X’ +8x+7=0 u y=0;

o 4X°+32x+14=-50 u 4y=48 wm X°+8x +16=0 u y=12.

Cpa pemema nate Jlmodanrose jemnauuue cy: (-9, 12); (1, 12); (0, 0);
(-8, 0);(-9, -12); (1, -12); (-4, -12); (-7, 0); (-1, 0); (-4, 12).

[Mocnenmu 3amaTak mokasyje Kako ce anredapcKkuM TpaHCopmalmjama
HAuW3IIIe]] CJIIOKEHA jeJHaYMHa MOXE JOBECTH J0 MPOW3BOAA JiBa M3pasa, a
MMOTOM FETOBOM aHAIHM30M JI0 Takopehwm HajelmeMeHTapHUjUX CHCTEMa
jenHadnHa.

¥ TIpo6nem je ca MaTeMaTHuKe omummnujane y 6usmoj AJIP — 1973. rogure. Bunetn

kmury: W.H. Cepreesa: 3apy0OexHble MaTeMaTHUECKHAE ouMITHaIbI — Hayka,
Mocksa, 1987.
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[TPOBJIEMUA 3A YBEXXEABAKE

214. Ogpemutu cBe ypeheHe mapoBe (X,y) menux OpojeBe X W y 3a Koje je
Xy +2x="17.

215. Axo cy X ¥ y Lenu OpojeBH pemuTH jeaHaunny X° — y> = 12. Komuko
TakBUX OpojeBa MMa?
216. OppenuTH cBe mapoBe IeuX OpojeBa (X,y) TakBe Ja je:

a) X’ —7=2xy; b) x'—y*'=15;

c) 6x°—13xy + 6y° =4 ; d) X*+6y=y* +4x + 10
217. Oppenutu cBe ypeheHe mapoe (X,y) Ienux OpojeBe X U y 3a Koje je
Xy +2x="17.
218. OxpemuTy npupogas 6poj n 1 mpocT 6poj p Tako gajep=n' +4 .
219. Ogpexutd mpupomaH Opoj n Tako Aa je n° + 2n + 13 KBagpar Hekor
MpUpoIHOT Opoja.
220. Iloctoje mu uenu OPOjeBHU X U y TaKBH Ja je x2 - Sxy + 6y2 =37

221. Ogpenury npupogas 6poj n u mpocT 6poj p Tako Aa je Sp + 1 =n’.

222, Iloctoju nu mpoct Opoj p U 1e0 Opoj n Tako ma ce MpPocT Opoj MoXKe

NPUKa3aTH y OOJIUKY 8n2 + 10n + 3?2

223. OppenuTu cBe mapoBe LEeNUX OpojeBa X U y Tako Ja je ’UXOB MPOU3BOI 5
nyTa Behu oJ1 IbMXOBOT 30Hpa .

224. OppenuTH cBe MpaBOYIJe TPOYIJIIOBE ca IETO0POjHUM CTpaHMLAMa 4yHja
jejenna kareta a =9 cm.

225. Tloctoje mu mpocT 6poj p U HpHPOaH 6poj K 3a Koje je 3p + 1 =k’ ?
226. Ogpenutu 1iesne OpojeBe a, b u ¢ TakBe 1a je abc + ab=a + ac + 3.

227. Iloctoje mm mpoct Opoj p W mOpupomaH Opoj K TakBH JOa je
K-3k=p-27?

228. AKO cy n ¥ m IPUPOIHHU U p TIPOCT OpOj pemnTy cienehe jenHadInHe:

a) 2p2+1=n5; b) n4+n2+1=p;

¢) n*+4m*=p.
229. AKO Cy X, y ¥ z 1ie/d OpojeBH, oHza jexHaunHa (X —y + z)° = X° -y + Z°
uMa OecKOHauYHO MHOTO penlema. JJokazaru.
230. JokazaTu Ja ako Cy X M y NPUPOAHM OpojeBH M ako je X <y, OHOa
jenmaumma Xy + X +y = 2% uMa camo jenHO pelemse.
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231. Axko je m npupojaH 6poj, OHIA jeTHAUMHA X + 2Xy + Y — MX — my — m =
1 uMa Ta4HO M pelema y CKyIy NpUpoJHuX OpojeBa. JlokazaTu.

232. Jlokaszatu na jegHaumHa X(X + 1) = 4y(y+1) Hema pemiema y CKymy
npUpoAHUX OpojeBa W MMa OECKOHAYHO MHOTO PELIeHa Y CKYIy MO3UTHBHUX
paumonanHux OpojeBa. Kommko pemiema MMa garta jeJHaYMHA Yy CKYIY LEIHX
OpojeBa?

SAJALIA CA MATEMATUYKUX TAKMHUYEBA

233. AKo je p HemapaH mpoct 0poj, a X U y IPUPOJTHHA OPOjeBH TAKO J1a j& X >V,

OHJI2 jeTHaYNHA 1 + 1 = 2 “Ma camo jeHo peiee. (Mahapceka - 1931.)
Xy p

234. JlyxuHa jeaHe KaTeTe HpaBOyIJIOT Tpoyria je 21, a AyKWHEe OcTanux
NIBE]y CTpaHWIIA Cy NpHUPOAHH OpojeBu. Komwko mWMa TakBHX TpPOYTJIOBA.
Onpenutn muxose crpanure? (Cpouja 1971.)
. 1 1 1 . . . .
235. Jlara je jemHaunHa — + — = —. AKO je p mpocT Opoj oHJa je Opoj pemema
X 'y p

jemHaYnHE jemHaK 3, a ako je p cloxeH Opoj, OHfa je Opoj peliema jeHauYnHe
Behu ox 3. Jokazatu. (36. MMO 1973.)

236. Oppenutu cBe mapoBe (X, y) LeIuX OpojeBa TakBHUX J1a 3aJ0BOJbABAjY
jemHakocT (X + 2)4 -x'= y3. (AP Hemauka 1974.)

237. Pemmty jenmaumny 2(x° — y7) = 1978, rae cy X ¥ y IPHPOIHU GPOjEBHL.
(Cpbwmja 1978.)

238. Ogpenutn cBe MpUPOIHE OpOjeBe KOjH c€ HE MOTY IIPEICTABUTH Y OOIHKY
30Mpa HEKONMHWKO (HajMame JBa) y3acTOIMHUX NpHUpoaHuX OpojeBa. (CpbOmja -
1978).

239. Ogpenutu cBe MapoBe MenuX OpojeBa (X, y) KOjU 3aq0BOJhABAjy jeIHA-
apny 3 - 2+ 1 =y*. (41. MMO 1978.)

240. OppenuTu cBa 1eN00pOjHA pelieka jeqHauuHe Xy = X + y + 1. (Cpouja
1987.)

241. Oppenutu cBe mpocte Opojee p U q Tako xa je p° - 2q° = 1. (Cp6uja
1990.)

242. Opgpenutn cBe Iiene OpojeBe X U y 3a koje je Xy + X — 3y = 10. (Cpowuja
1991.)

243. Ha xonmko HauuHa ce Opoj 1991 moke mpeacTaBUTH y OONUKY 30upa
y3acTOIMHUX NMpupogHux Opojera. (Cpduja 1991.)
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244. JlokasaTH Ja jeqHaYMHA 1.1 = 1 (n € N) nma jeTUHCTBEHO pelICHe Y
X y n

CKYIly IPUPOAHUX OpojeBa, ako M camo ako je n moct opoj. (Cpduja 1991.)

245. TlocToje nu e GPOjeBH N ¥ K TAKBH Aa je n° —n + 2" = 1992k? (Cpbuja
1992.)

246. OgpenuTu cBe Lese OpojeBe X M y TakBe 1a je 2X° — Y- = y° + 1994,
(CpOwuja 1994.)

247. Oppenutu mpUpoJiaH OpOj N TakaB Jia Kaja My ce Jo0ja 2 WK oay3Me 7,

nmobuja ce kBaapar nenor opoja. (CPJ 1993).

248. Ogppemutu cBe mpupoaHe OpojeBe oOmuka 222..222 koju ce MoOry
MPEJICTaBUTH Y OOJUKY 30Mpa WM pa3IMKe KBajpaTa NBa MpUpoHA Opoja.
(Cpbuja 1996.)

249. Ogpenuty cBe Tpojke Lenux Opojesa (X, y,z) akojeXx +y+z=0 u x* +
y’ + 7’ =-18. (Cpbuja 2000.)

250. Ilpupoman Opoj n je TakaB ga cy OpojeBu 2n + 1 u 3n + 1 kBagparu
npupoaHuXx Opojesa. Jlokazatu aa je Opoj Sn + 3 cimoxen. (CPJ 1996.)

251. Ogpenutu cBe mpupomHe OpojeBe n 3a KoOje je BPEOHOCT H3pasza
n’ + 2n + 1997 kBaxpaT Hekor mpupoaHor 6poja. (Cpbuja 1997.)

252. Oppenutu mudpe X, y U Z TakO Aa Y JEKaJHOM CHCTEMY BaXKH jeTHAKOCT
1

——=0,xyz. (CPJ 1997.)
X+y+z

253. Ogpenutu CBe TPHPOAHE OpojeBe N TakKBE Ja je€ BPEIHOCT H3pasza
n? + 2n + 2000 kBajgpat HeKOr MPUPOIHOT 6poja. (Cpouja 2000.)

254. Heka je m gatu meo Opoj. JlokasaTu ma moctoju Oap jemaH map
(X, y) uenux 6pojea Tako na Baxw 2x° + 11xy + 12y* + 4x + 5y + 6 =
2m. (Cpbuja 1999.)

ITPOBJIEM 3A NCTPAXKUBAIGE

255. AKo je n 1eo, a p mpocT 6poj PeLInTH jexHadnHy n° +n' + 1= p.

256. Opnpenutu cBe 1elne OpojeBe X, y M Z KOjU UCIYHaBajy jeIHAKOCT
x-y’+y-2'+@z-x’=6.
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257. Tloctoje nu menu OpojeBu a, b, ¢ u d TakBu na je ab + cd = 14 u
ac+bd=11?

258. Oppenutu npupoHe OpojeBe K, N 1 m Tako Ja je:
a) 11-2!-..99!-100! = n! - m*;
b) 1!-2!- .. (k-1)!-k!=n! m*.

4.2. PEHHABABE TMODPAHTOBUX JEAHAUNHA
KOPUIITHELEM KOJIMYHUKA

Jenan ox HauMHa 3a pazgBajame CiIydajeBa je U Kopuhemhe KOINIHUKA U
aHanmm3a mwerose wLenoOpojHocTH. Maeja je ma ce jeqHaumna A = B, Hu3zoM

P
Tpanchopmanmja npeseae y ook M = N + 6 Axo cy M u N nenu 6pojeBH,

OHJIa TO MOpa out U — , IITO 3HAa4YU ga CC Q MOpa CapiXaTtu y P. Armamu3om

MoryhHocTH y KojuMa ce To goraba, 6e3 o03upa aa nu cy je Q Opoj WM HeKH
anrebapcKky M3pa3 J0JIa3u ce 0 JIOTHYKE OCHOBA 3a pa3liBajama CBUX MOTyhnx
CiIyJajeBa.

HIPUMEP 39. Odpedumu cee yene Opojese x u y Koju 3a0080/6a8ajy
Jeonarkocm x° —xy + 2x— 3y = 6.
PEIIEE: Axko ce faTa jeqHaumnHa X° — Xy + 2X — 3y = 6 TpaHc(opmuIe

y 06muK X* + 2X — 6 = Xy + 3y = y(xX + 3), oHza nocroje a8e Moryhnocru:

1) Akoje x=-3, oHmajex” +2x—6=-3,a y(x +3) =0, ma x = -3 Huje
pelieHke jeTHAYNHE |
x2+2x—6

2) Akoje x#-3,0H1aje y= —— =Xx—1—
x+3 x+3

. Kaxo y mopa

outu 11eo Opoj pasnukyjy ce cienche moryhHocTu:
21) x+3=1= x=-2,y=-6;
22) x+3=-1=>x=4, y=-2;
23) x+3=3= x=0,y=-2;
24) x+3=-3=>x=-6, y=-6.A
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HIPUMEP 40. Odpedumu cee ypehene napoge (X, y) npupoonux bpojesa
X uy mako 0aje p(x +y) = Xy, npu yemy je p neku npocm 6poj.

PEHIEWE: U3 p(x +y) =xy mobujace px=Xxy-py=yx-p).Canaje
jacHo n1a cy moryha nBa cimydaja:

1) Axoje x=p,ongaje p° =0, wm p = 0, mro Huje moryhe ;

2 2 2
pX _ pX—-p +p  _ p+ P
X—p X=p X—p
3) Jla 6u 6poj y OHO mpHpomaH TO p° MOpa GUTH JEJBMBO Ca X - P, Ma
ce, ¢ 003UpoM J1a je p pocT OPoj, Pa3IUKYjy TPH MOTYNHOCTH:

2) Axoje x#p,OHIOaje y=

31) x-p=1= x=p+1, y=p’+p;

32) x-p=p=> x=2p,y=2p;

33) x—-p=p°= x=p +p, y=p+ 1A

OBa jemHaumHa je OWia BeoMa MPHCYTHA HA MaTeMaTHIKUM TaKMHYe-
BHUMa, JoyIIe y GOpMH OAPEIUTH IPUPOIHE OpPOjeBe X U y YHjU je TIPOU3BOL 2,

3, 5, ... p myta Behu ox ®mUXOBOT 30Mpa. MHTEpecaHTHO 3a HUCTPaKHUBAKHE je
KOJIHKO PEllIeiba MMa IaTH IPo0IIeM 3a Ma KOjH IPHPOIaH 6poj p.

IIPUMEP 41.  Oopedumu cee dsoyughpene npupoore bpojese Koju cy
JjeoHnaku keadpamy 30upa ceojux yughapa.

PEIIEE: Heka je Tpaxkeru 0poj gi = 10x + y. I3 ycioBa 3amaTka ce
nobuja ma je 10x +y = (x +y)* mm 9x + (x +7y) = (x +y)*. Kako je x #0, 10 je
u(x +y)#0, nace neobom noOHjeHE jeTHAKOCTH ca (X + y) A00Mja jeTHAKOCT:

9x
X+y

+1=x+y.

Axo je Hajpehu 3ajemHHMYKH Aenuial 3a X ¥ y jenHak d, oHAa MOCToje
y3ajaMHO mpocTh OpojeBu am b takBu gaje 1 <x=ad<9u0<y=bd <9.
9a

Tana jennauuHa mocraje (i +1=(a+b)d wm
a

+1=(a+b)d.
+ b)d b

Kako xommuHUK Mopa OuTH mpupomaH Opoj W kKako cy a u (a + b)

a+b

y3ajaMHO TIPOCTH, TO ¢y Moryha Tpu ciayd4aja:

? [Ipemopy4yjemMo na ce CBH OBH 3aJally Pelle U Ha APYTH HAUHH, jep

00a mpeTxo/IHa 3a7aTKa Ce eJIETaHTHO PellaBajy U KOpUIThemheM Poru3Boa
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1) Axojea+b=1,o0nm1aje9a+ 1=d. Oaj cayuaj je HEmoryh, jep u3
a+b= 1cruenyje, 30orx#0, najea=1,b=0.VY tom ciayuajy je d = 10, mwTo
Huje Moryhe, jep je d < 9.

2) Axoje a+b=3, onmaje 3a+ 1 = 3d. 1 oBaj cayuaj Huje Moryh, jep
Jno0MjeHa jeqHauMHa HeMa 11eJI00pOjHUX pelieha.

3) Axojea+b=9,0onmaje a+1=9dumma=9d-1.Kakoje 1<x<9,
Toje 1 <x=ad=(0O9d-1)d<9,majed=1.Tosnaun najea=8mb=1.

Jlakte Tpaxenu 6poj je 81 (= (8 + 1)7).

HIPUMEP 42. Kaoa ce 0s6a mpoyughpena bpoja nanuuty jedan 0o opyzoe
Odobuje ce wecmoyugper 6poj koju je mpu nyma eefin 00 ruxosoe npouzeooa. O
Kojum bpojesuma je peu?

PEHIEWE: Heka cy TpaxkeHu TpouudpeHu OpojeBH X U y U HEKa je 0poj
X JlonucaH 0pojy y ca neBe crpane. Tama 300r yclioBa 3aaTKa, Tj. JOIMUCUBAmA
Opoja x 1o Opoja y, Baxku jegnakoct: 1000x + y = 3xy. Kaxo je y # 0, nespemem

jemHakocTu ca X moduja ce jeqHakoct 1000 + R 3y . OuurnenHo je na je Opoj

X
y nejpuB ca OpojeMm X, ma je y = kx (k € N). Jlo6uja ce 1000 + x = 3kx, nim
k(3x — 1) = 1000. Kako je x Tpoumdpen 6poj, To je x = 100, na je 3x = 300, a
3x - 1 2299. Kako cy nemmonu 6poja 1000 Behu ox 299 camo 6pojesu 1000 u
500, To mocToje caMo J1Be MOTYhHOCTH:

1) 3x -1 = 1000, wmu 3x = 1001, mro muje moryhe, jep 1001 Huje
JIeJHUBO ca 3.

2) 3x-1=500, mm 3x = 501, a x = 167. Taxa je 3y - 1000 = 2, na je
y =334.

TpaxeHno MHOkemwe je 3-167-334 = 167334. A

I[TPOBJIEMU 3A YBEXBABAIGE

259. Jlokaszatm nma jemHaunHa 3xX + 33y + 333z = 2006 Hema 1eno0pojHUX
pelema.

260. Ogmpenutu cBe 11e1€e OpOjeBE KOjH C€ MOTY MPUKa3aTH y OOJUKY pa3joMKa

az+2

r7e je a 1meo 6poj pazmuaut of 1.
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261. OppenuTu cBe mapoBe LEJUX OpojeBa X M y 3a KOje BaXU jeJHAKOCT
x(y + 1)* = 243y.

262. PemuTu jegHaumHy Xy + 7X — 3y = 23, aKo ¢y X U y LIe7 OpOjeBH.
263. OxpeauTH cBe NapoBe LEIUX OpojeBa X U y Tako ja je X'y = y° + 10.

264. Opmpenutn CBe MapoBe METUX OpojeBa X M Y TaKo Ja je HUXOB IMPOU3BO
13 myra Behu ox BUXOBOT 30Hpa.

265. OppenuTtu cBe NpHPOAHE OpojeBe X M y KOjU Cy pellerma jelHaunHe
y4 +x=xy+9.
266. [lata je jemnaumHa 3x + 11y = 2000. Ako cy X u y 1eau OpojeBH, oHIa

jeI{Ha‘lI/IHa “Ma 0ECKOHAYHO MHOTO peuicma. HOKaBaTI/I.

267. Komuko mMa mapose (X, y) IpUPOAHUX OpojeBa TaKBUX Ja je MCIyHeHa
jemHakoct3 5X + 9y = 127.

268. Iloctoju nu nBoun¢peH mpUpoAaH Opoj KOjH je jeqHak 30upy KBagpaTa
cBOjux mudapa?

269. Opnpenutu cBe ABonudpeHe OpojeBe KOjU Cy AeJbUBU MMPOU3BOJOM CBOjUX
udapa.

SATALIA CA MATEMATUYKUX TAKMUYEBA

270. Ogpenutn cBe ABOMU(PEHE MPUPOIHE OpOjeBe KOjU Cy jeTHAKN KBAIAPaTy
30upa cBojux udapa. (Cpobuja 1974.)

271. VY nyBadykoM OpKecTpy My3W4apH Cy OWIM HOCTPOjeHH Y OONHMKY KBaapaTa
(n pemoBa ca MO n My3W4apa), a 3aTHM C€ TNPECTPOjWIN y IPaBOYTOHY
¢dopmannjy (n + 5 pemoBa ca m mysudapa). Komuko je mysuuapa Oumo y
opkectpy. (Cpbuja 1991.)

x> +3x2 —x—-10

272. Opnpenutu cBe 1ene OpojeBe X 3a Koje je 5 MIPUPOIaH
X +

0poj. (Xpearcka — 1993.)

273. Ha mu ce npeux 100 mpupomgHux OpojeBa MOTY HOICTUTH y TPH TPYIIE,
Tako Aa je 30up OpojeBa mpse rpyme nespuB ca 102, 30up OpojeBa mpyre rpyme
nespuB ca 203, a 30up Opojesa tpehe rpyne nessus ca 3047 (Cpbuja 2001.)

274. Kwudna xomrra mojia IaHapa, morayuiia 2 1uHapa, a heBpek 5 nuHapa. [a
nu je moryhe 3a tauno 100 aunapa xynutu Taudo 100 menusa? (Cp6uja 2000.)
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[TPOBJIEMUA 3A UCTPAXKNBAKE

275. OnpenuTH cBa 1e100pojHA pellemna jeqHaunne: Xy + 1 = x° + y. Konmuko
pemiema uma?

276. Iloctoje nu Tpu y3acTollHa HemapHa IpupoaHa Opoja uuju je 30up
KBajpara deTBoponudperu 6poj ca MeljycobHo jeqHakuM 1 pama’?
. . . n’+5
277. Iloctoju nm TpocT Opoj p KOjH Ce MOXKE TPHUKA3aTH y OOJIUKY 3 ,
n” +1

aKo je n MpupoaaH Opoj.

278. Axo je p matu mpocT Opoj, oapenuTn cBe ypehene Tpojke (X, y, Z)
MPUPOIHUX OpojeBa TaKo Ja HCIYHaBajy JeMHAKOCT XyZ = p(X + Y + Z).

4.3. PEIHABABE TMOPAHTOBUX JEAHAUYNHA
KOPUIITHEWBLEM 3bUPA

Jeman on HauMHa 3a pa3NMKOBaEkEC CIydajeBa IPU  pEIIaBamby
JduodantoBux jenHaurHa je u aHaiu3a 30upa. Hajuemrhe Ta ananusa mounBa Ha
TpaHchOpMaNMjH J1aTe jeAHAYMHE y OOJNMK KOjH je IOTOoJlaH 3a pa3MaTrparhe
ciydajeBa. JenaH oll HajIIOTOAHUjUX TaKBHX OOJIMKA je 30Up KBaapaTa, MM jOLI
omiTHje, 30Mp HEHETaTUBHUX cabmpaka.

HIPUMEP 43. 'V ckyny yeaux bpojesa pewsumu jeOHAUUHY x4+ y2006 =

2x° -1.

2006 = 2x? _| exBUBAJEHTHA Ca

PEILEE: Kaxo je mata jexHaunHa x* + y
jemuaunuoM (x> — 1)* + (v'°°)* = 0 u xaxo je 36up KBajgpara 1Ba 1ena 6poja
jennak 0 ako m camo ako cy oba Opoja jemnaka O, To je moryh camo jeman
ciyuaj: x> — 1 =0 u y = 0. Jlakie, pemema gate jeamaunte cy: (1, 0) mwm

(-1,0). A

IIPUMEP 44. Oopedumu cee yene bpojese x u'y maxo 0a 3a0060,/6a6ajy
jeonauumy: X+ y" = 6x° + ]4y2 _53

PEIIEE: Tpancdopmamumjom nate jennaunne X' + y* = 6x° + 14y* — 53
n06uja ce WOj eKBUBANCHTHA jexHadnHa (X° — 3)> + (y° - 7)* = 5. Kaxko je 36up
JIBa KBaJparta jeJHaK 5 caMo aKko je jefaH oX BuX 1, a Apyru 4, pa3iukyjy ce
cnenehe moryhHocTH:
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D=3 =1u@ -7 =4 Jakre, |X*-3|=1uly*-7]=2
Kako jennaunse X° = 2 ¥ y° = 5 HeMajy pellema y cKyIly Lelux Opojesa To je
x*=4uy’ =9, aTpaxeHa peuema cy ypeljern naposu 6pojesa (x, y) € {(2,3);
(2,-3); (-2, 3); (-2, -3)}.

2) ()(2—3)2 =4 n (y2 -7)2 = 1. Cxequn |x2—3| =2 I/IJII/I|y2 -7|= 1.
Kaxo jeqnaunae y° =8 u y° = 6 HeMajy pellema y CKyIy LeInx OpojeBa To
jemHaYnHA Y OBOM CITy4ajy Hema IeJIOOpojHUX permema. A

Y o0a mperxomHa mNpuMepa pa3lIMKOBalmkE CiydajeBa je 00aB/BEHO
TpaHchopManmjama jelHe CTpaHe AaTe jeIHadnHe y 30up KBajapara Koje cy onme
peJIaTUBHO OYMIVICAHE. Y HapeAHUM IpUMEpHMa TpaHcQopMalyje HHUCY
OYMTIJIC/THE.

HIPUMEP 45. Ilocmoje nu yeau Opojesu x u y Koju 3a0060/6a6ajy
Jjeonaxkocm x° + xy + ) = 1.

PEIIEWBE: Axo ce para jemHauynHa TOMHOXHK ca 2 mo0Hja ce eKBUBa-
JNeHTHA jemHaumHa 2X° + 2Xy +2y° =2 wmmn X+ (X + y)’ + y’ = 2. 36up
KBajapara Tpu Opoja je jemHak 2, ako Cy aBa oja Tux Opojesa 1o 1, a Tpehm 0, ma
ce pa3nuKyjy Tpu MoryhHoCTH:

D x> =1,x+y’ =1 uy=0Cremuaajey=0,ax" = 1, mcy
pemema (1, 0) wmu (-1, 0).

2) xX’=1,(x+y)’=0uy = l.Kakojex+y=0,alx|=1luly|=1,
TO cy pemiewa (1, -1) umm (-1, 1).

3) x)» =0,(x+y)’ =1 u yy=1.Cremumajex=0,ay" = 1, macy
pewema (0, 1) wnu (0, -1).

Cga pemema nmare jemnagune cy: (1, 0); (-1, 0); (1, -1); (-1, 1); (0, 1);
0, -1). A

Tpanchopmanuja nare Jnodanrose jemHaunHe y 30Hp je TUIOAOTBOPHO U
kon JInodanroBux mpobiema. Hapemau mpumep To HajOOIbE WIIyCTpY]e.

HIPUMEP 46. Oopeoumu cee mpoyugpere bpojese Koju npu oemery ca
11 0ajy ocmamax jeonax 36upy xeaopama ceojux yugpapa.

PEIIEWE: Heka je Tpakenu TporudpeHu Opoj abc . Kaxo je abc =
100a + 10b + ¢ = 11(9a + b) + a — b + ¢, To je ocTaTak NpH ACJbEHY TPAKEHOT
opojaca 1l jeqHak a —b + c.
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IIpema ycaoBuMa 3amatkajea—b+c=a’+b’+c’ 1. a° + b* +c*—a+b
— ¢ = 0. MHOKemeM 106ujeHe jeaHakoCTH ca 2 1obmja ce 2a” + 2b° + 2¢*— 2a +
2b-2c=0mma’+b’ +c*+(@- 1>+ b+ 1)’ +(c-1)7=3.

JacHO je na jeqHaumHa WMa peliekma ako Cy TPH OJ JaThx cabupaka

jemnaku 0, a mpeocrtana Tpu jemHaka 1. Kako je abc Tpoudper 6poj, To je
a>l,majea=1.

Conuno jeb2>0, majeb+12>1u36ortoraje b=0 u b+1=1.Ha
OCHOBYTOFajea2+b2+CZ+(a—1)2+(b+1)2+(C—1)2=1+0+Cz+0+1+
(c — 1)* =3, na ce pasnuKyjy JBa ciyuaja:

) ¢=0 u (c-1)*=1.

2) c=1wu(c-1)7>=0.

Tpaxenu 6pojesu cy ounrneano 100 u 101. A

Jatu npobnem ce MOXe PelIUTH U APYraudjuM pa3MaTpameM cllydajeBa,
jep ocTaTak IpH JeJhemy Opoja abc ca 11 je a’+ b’ + ¢’ IIpema Tome 0 < a*
+b*+c%< 10, mrto 3HauM na je cBaka of 1udapa a, b u ¢ Mama WM jenHaka 3, a
30up kBaapaTa cBe Tpu Hudpe je Mamu win jeanak 10. Hakne y 003up nomnaze
camo Opojesu: 100, 101, 102, 103, 110, 111, 112, 120, 121, 122, 130, 200, 201,
202,210, 211, 212, 220, 221, 300, 301 u 310. [lojennHa4HOM MPOBEPOM OCTATKA
npu AeJbemy cBakor of Opojesa ca 11 u 30upa kBaapara mudapa ce yrephyje aa
yCIIOBE 3aaTKa HCIymaBajy camo opojesu 100 u 101. A

ITPOBJIEMU 3A YBEXBABAIGE

279. OpnpenuTu cBe MapoBe IeNuX OpojeBa X 'y 3a Koje je:

a) X’ +y'=0; b) X’+y’=1;
¢) X’ +y'=2; d) xX*+y*=3;
e) X2+y2=4; f)x2+y2=10.

280. Iloctoje nm memu OpojeBH X W Yy 3a KOjeé BaXH jeIHAKOCT
X +yt =2x-1?

281. OpnpenuTy Hele 6pojeBe X Uy Tako aa je 4x° +y~ = 12x + 4y — 12.
282. Pemmry jennaunHa X' +y* + 2y = 1, ako ¢y X  y I1e/i GpojeBH.

283. Tlocroje u e GpojeBH X, y, Z TakBH aa je X~ + 4y” + z* = 2x - 20y - 23?
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284. Jla mu jemHaumHa p° + q° = I MMa pellewe, ako Cy P, q U I' IPOCTH
Opojesu? [la mu je Opoj periema nate jeAHaYNHEe KOHAYaH WK OecKoHaYaH?

285. JlokasaTH 1a jedHAUMHA X° + Yy  + z2° + X + y + z = | Hema pemema y
CKyIy LeuX OpojeBa.

286. Jlata je jemHaumHa X° + Yy + z° + X + y + z = n. OfpeauTn HajMamy
BpPEIHOCT MPUPOIHOT Opoja n 3a Kojy Aara jeAHaYMHA UMa Pelieha y CKYITy: a)
nenux Opojesa; b) mpupoaHux Opojesa.

SATALIA CA MATEMATUYKUX TAKMHUYEBHA

287. Oppenuty cBe Lene 6pojeBe X U Y TAKO Ja je X- — Xy + y° = X + V.
(7. MMO 1941.)

288. Opmpenutu cBe 1ene OpojeBe a, b W ¢ KOjU 3aq0BOJbABAjY
HejeqHakocT a° + b> + ¢ + 3 < ab + 3b + 2¢. (Mahapcka — 1965.)

289. YV ckyny mnpupoaHHX OpojeBa pEIIMTH CHUCTEM jeIHaYuHa:
X+y=zt u z+t=xy.(29. MMO 1966.)

290. Ojnepos 3amatak: Jlokasatu na ce cBaku Opoj obmuka 2" (neN u

n > 3) MOXe NpHKa3zaTH Kao 30up X + yz, II€ Cy X U y HElapHU
npupoanu 6pojesu. (48. MMO 1985.)

291. JlokaszaTu Aa jeqHauyuHa x> + y2 = 1990 Hema pemema y CKymy
npupoaaux Opojesa . (Cpouja 1990.)

292. Oppenutu mpupoaHe OpojeBe X U 'y (X > y), 3a Koje je 30up OpojeBa
X +V,X -y, XyHu Xx:yjeqnak 245. (Cpouja 1992.)

293. OppenuTu cBe mHapoBe MNPHUPOIHUX OpojeBa (m, n) MNPUPOTHHUX

3
OpojeBa 3a Koje je n_+11 1ieo 6poj. (35. UMO — Xonrkonr 1994.)
mn —

294. Jlara je jenmaumna X° + Y- + Z° = Xy + yz + zx. Jlokasatu ga jata
jenHayrHA MMa OECKOHAYHO MHOTO 11eJ00pojHuX pemiera. (Cpouja 1995.)

295. Oppenutu cBe mnpupoaHe OpojeBe obOamka 222..222 KOju ce MOry
NpUKa3aTH Kao 30Mp KBaJpaTa WM pa3iuKa KBaJpaTa JIBa NMpHpoAHa Opoja.
(Cpbwuja 1996.)

296. Heka cy Xj, ... X199 IICJIM OPOjEBU 32 KOj€ BaXKH jETHAKOCT X2+ e+ Xi997
= X19982 . Hokazaru aa cy Gap aBa o Tux OpojeBa napuu. (JMBO 1997.)
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297. VY ckymy menux OpojeBa pEIINTH CHCTEM jelHadWHa: X +y + Z =3 |
X +y +2 =3.(Cpbuja 2002.)

298. V ckymy menux OpojeBa PeNIMTH jeiHadnmHy 2m° + n° = 2mn + 3n.
(Cpbwuja 2003.)

299. Oppenutu cBe 1ene OpojeBe X, Y, z U t TakBe Ja BaXXH jETHAKOCT
X +y + 722+ =x(y + 2+ t). (Cpbuja 2004.)

300. Oxpenuty cBe mapoBe LEMUX GPoOjeBa X U Yy 3a Koje BaXH jeIHAKOCT X~ —
6xy + 13y* = 100. (Cp6uja 2005.)

[TPOBJIEMUA 3A NUCTPAKMBAILE

301. [la s jenHaumHa je X° + Yy + z° = 2006 HUMa pelema y CKYIy LeTHX
opojeBa?

302. Jlara je jegHaKoCT X124+ Xo® 4ot Xopop: = 2(X1 + Xy +...4+ Xop00) — 1999.
Onpenutu 6pojeBe Xy, Xa, ... X2000-

303. Axo jenHaumna p° +q° =r (q > 5) UMa peleme y CKyIy IpOCTHX Gpojea,
onma je r = 10k + 3 (ke N). JlokazaTu.

304. Ucmmrath 3a KOje BpPETHOCTH MPUPOTHOT Opoja K jemHadynMHa
X*+ Y + 7' =K 1Ma, a 32 KOje HeMa LIeT00POjHIX Pelierba 110 X, Y U Z .

305. [la mu cucTeM jeqHaYMHA X2+ X2+ e+ X = XX ... X = 2006 uMa
periema y CKyIy IPUPHOTHUX OpojeBa’?

4.4. PEHHABABE TMOPAHTOBUX JEJJHAUNHA
KOPUIITHEWLEM HEJEJJHAKOCTHU

YecTo ce Kao jemaH o1 HAYMHA 32 pa3/iBajamke CiIydajeBa yroTpeOsbaBajy u
HejemHakocTH. HejemnakocTu ce KOpHCTe, Kako je Beh y HekuM mpuMmepuma
MpUKa3aHo, Ja ce W3 00JlacTh ACHUHUCAHOCTH jeTHAYMHE H3IBOjE CKYIIOBU Y
KOjUMa jelHAauMHa HeMma pemema. [loToM ce jenmHauMHa, HEKUM OX Beh
M3JI0)KEHUX TOCTYIaKa, peliaBa y MpeocTanoM ey obaacTu AeUHUCAHOCTH.
Hajoome je mpu ToM, ykonuko je moryhe, emMMHHUCATH OECKOHAYHHU €0
oOmactu AepUHUCAHOCTH, @ jeAHAYHHY IOTOM pPElIaBaTH y KOHAYHOM CKYILY.

HIPUMEP 47. Ilocmoju au uemeopoyugper npupodar 6poj Koju je jedau
yemepmom cmeneny 3oupa ceojux yugapa ?
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PEHIEIE: Heka je Tpaxkenu 6poj abed . Taga je mpema gaTuUM yciaoBUMa
abcd =(a+b+c+d)4. Kako je 5*< 1000 < abed < 10%, zaxmyuyje ce ma je
5<a+b+c+d <10. [Jakme,a+b+c+d je6,7, 8 wm 9. KaKoje64= 1296,

7* = 2401, 8* = 4096 u 9* = 6561, jacHo je ma yciIOBe 3aqaTKa HCITYE-aBa CaMO
6poj 2401 = 7%, jep je y cBEM ocTaimmM ciydajeuma 30up upbapa sehn ox 9.

HIPUMEP 48. Oodpeoumu cee osoyughpene npupooue dpojege Koju cy
Jjeonaxu 36upy Kyba yugpe oecemuya u keaopama yughpe jeounuya.

PEIIEWE: Heka je Tpaxkenu 0poj ab. IIpema ycnoBuMa 3amaTka Taja je
ab = 10a+b=2a’+ b’ Kako je ab =10a +b <99 Tojen a’ +b><99, maje
1 < a < 4. TpauchopmanujoM gate jeanaunHe nobuja ce 10a — a’ = b’ — b wm
a(10 — az) =Db(b - 1). C o63upom na je b(b - 1), ka0 MPOU3BOJ Y3aCTOITHUX
IpUPOIHHUX GpojeBa, mapan 6poj, To je u a(10 — a*) mapau 6poj.

To 3naun 1a je u a mapas 6poj. Kako je a(10 —a?) >0, To je 10 —a* > 0, Tj.
a < 3. JenuHu mapHU Opoj Mamyu WX jenHak 3 je a = 2. Tama je a(10 — a) =
b(b - 1) = 12, urro 3Haun aa je b = 4. Jlakue, Tpaxenu 6poj je 24 (=2 +4%). A

VY mperxomHOM TpUMEpPY ca ABE HEjeTHAKOCTH, Opoj ciaydajeBa je ca 90
CBEJICH Ha CaMo jeJllaH, YMMe je METOJ] TT0Ka3ao CBOjy e(hUKacCHOCT. Y HapeIHOM
nmpuMepy mpukazahe ce kako ce OeCKOHaYHM CKyN MOryhux pemiema, kopunrhe-
’BEM HEJeTHAKOCTH MOXKE CBECTH Ha MaJld Opoj MOTYhHX CirydajeBa.

IIPUMEP 49. QOopedumu cee npupoone Opojede uuja je 6pedHOCM
jeonaxa 36upy Keaopama ree2osux yupapa y 0eyumaiiom 3anucy.

PEIIEWE: Pa3znukyjy ce cienehu cirydajeBu:

1) Ako je TpaxkeHu 6poj X jexHonudpeH, oHaa je X = X, maje x = 1.

2) VKOJHKO je TpaskeHH 6poj mBormbpen onza je 10x +y = X* + y*, ITo
je exBuBanieHTHO ca X(10 - x) = y(y -1). Kako je y(y - 1) mapan 6poj, T0 je u X
napHa mudpa. 3a x €{2, 4, 6, 8} 6poj x (10 - x) je jennak wiu 18 nnu 24, a oHK
OYUIJIETHO HE TPEACTaBIbajy MPON3BO/ 1BA Y3aCTOIHA pupoaHa Opoja.

3) Axo je Tpaxenu Opoj Tpormdpen, ouza je 100x + 10y +z =x* +y +
7’. Kakoje 100x + 10y + z=x"+y* + 2°<3-81 =243, toje x = | mmu x = 2.

3.1) Axojex =1, ougaje 100 + 10y + z = 1 + y* + 2 wim nocne
cpehjuBama 99 + 10y + z = y* + 7. Kako je 99 >z u 10y > y’, 1o je neBa
cTpaHa yBek Beha oJl IecHe a jeAHaYrHA HeMa pelleHha.
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3.2) Ako je x = 2, onna je 200 + 10y + z = 4 + y* + z°. JleBa cTpaHa
jemHakoctH je yBek Beha ox 200, a necHa yBek mama ox 200, ma jemHauynHa HeMa
pelema.

4) VYxonuko je 6poj nudapa Behu ox 3 u jeqHaK K, OHIA je TpakeHH Opoj
yBek Behu on 10°" a 36up kBampata merosux nudapa mMamu on 100k, ma je
jemmakocT Moryha camo ako je 105! < 100k, man 10° < , urro je nemoryhe, jep
no0MjeHa HejeAHAKOCT He BaKH HH 3a jeHO K Behe ox 3. A

HIPUMEP 50. Ilocmoje nu npupoonu 6pojesu a, b, ¢, d maxeu da je
1 1 1 1

— —F —+—=1?
a? b? S d?
PEHIEWE: He ymamyjyhu ommroct pacyhuBama, 300T CUMETPHYHOCTH

jenHaynHe, MOXe ce mpernocTaBuTH Ja je 1 < a < b < ¢ £ d. Taga je

1 1 1 4 1 1 1 1 4

— ,mje —<—+—+—+—=1<—.
d2 c b2 a2 d2 a2 b2 c2 d2 a2

— <—+—+—= <" 3akmyuak je b> < 4, onakne je b =2
2 1 1 2 2

Ocraje — < — + — = = <= majec’ <4, oxHocHo ¢ =2.JacHo je ma
g2 2 g2 42

jeTamaun d =2, maje jeInHO peliewke aate jenHaunHe a=b=c=d=2.A
HIPUMEP 51. Ilocmoje nu npupoonu bpojesu X, y, 7 maxkeu 0a 8axicu
jeonaxocm x! + y! = z!?

PEHIEE: Kako je x! + y! =z! nkako je x! = 1 my! = 1, To je ounrneano
x<zuny<z Tamajex!+yl=1z!=2zz-1..(y + Dyly - 1)..321 =
Z(z-1)..(y + 1)yl

SBramm ma jex '=zz - 1.y + Dyl -yl =y! (zz- ...y + 1) - 1).
Paznukyjy ce Tpu ciydaja:

1) Axojex <y, oHmaje u X! <y!, ma jenrHaunHa HEMa periemka ;

2) Axojex=y,oHmajez(z—1)..y+1)-1=1,majez(z-1)...y+ 1)
=2 mro3Haun fajez=2. Tamajex=y=1.

3) Ako je x > y, 0oHma je Xx 22 u x! = x(x - ..y + 1) y! =
yl(z(z-1)..(y+1)-1).
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ITocne memmema ca y! moomja x(x - 1)..(y + ) =(z(z- 1)..(y + 1) - 1.
Kako je neBa cTpaHa yBek mapHa, a JieCHa HEMapHa, jeTHaYMHA HeMa Pellieha.

IIpema Tome jenmuHO peneme je Xx=y=1nz=2. A

[IPUMEP 52. Jeonauuny x° + xy +y° = x°V* pewsumu y cKyny npupoonux
bpojesa.

PEIIEWBE: Pasmukyjy ce cnenchu ciaydajeBu:

1) Axo je 1 < x <y, oHZa je Jmara jemHayWHA CKBUBAJICHTHA ca

1 1 1 1
—2+—+—2=1. Tana je x° < xy <y, ma je —2£—S—2 Cana je
X Xy 'y y Xy x

3 1 1 1 3
—2S—2+—+—2:1S—2,HajeO‘II/IFJICI[HOXZS3,I_HTO3Ha‘lI/IZ[aje
y X Xy 'y X

x=1.Kakoje3ax=1,y=-1, To y OBOM CiIy4ajy HEMa peIIcCHa.

2) Axoje 1 <y <x,0HIa ce aHAJIOTHO JOKa3yje Mla jeIHadNHa U Y OBOM
CIIy4ajy HeMa pellekha.

HIPUMEP 53. Oopeoumu cse ypehene mpojke (X, y, z) npupoonux dpojesa
X, Y U 7, maxkeux oa je xy + yz + zx - xyz = 2.

PEIIEWKE: Ilpumehyje ce na je jeaHaunmHa CHUMETpPUYHA I1a ce
pasMarpame MOXKE U3BECTH T10 j€THO] IIPOMEHIBHBO], Ha MpuMep X. Paznukyjy ce
cnenchu cmygajesu:

1) Axo je x =1, oHZAa jeAHAaYMHA TIOCTaje Y+ YZ+Z-yZz=y+z=2,Ta
je (1, 1, 1) jenHo peliewne jeTHaYNHE.

2) Akojex=2,0Hmaje 2y +yz+2z-2yz=2y-yz+2z=2. Cneau na
je yz-2y-2z+4= (y-2)(z-2)=2, aTo 3HauUu /1a TIOCTOj€ [IBa pellICHa:
y-2=1,z-2=2umny-2=2,z-2= 1. lakie moryha pemema cy (2, 3, 4) ;
(2,4,3);3,2,4);(3,4,2);(4,2,3); 4, 3,2).

3) Akojex>2,y>2wuz>2, oHIa BaKe HEJEOHAKOCTH: XyZ = 3Xy,
xyz = 3yz u Xyz = 3zx. CabupameM OBHX HEjeHAKOCTH [00HMja ce 1a je
3xyz 2 3xy + 3yz + 3zx, na je Xyz =Xy + yZ + zX WIH 2 =Xy + yZ + ZX - Xyz <
0, mto je Hemoryhe. A

THIPUMEP 54. [locmoje au yenu 6pojesu x u y maxeu 0a UCnyrasajy
Jjeonaxkocm x> +x =y  +y’ +17 +y.
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PEHIEBE: Ilpe Hero mTto ce KpeHe Yy MPOLEHE JIEBE, OJTHOCHO JECHE
CTpaHe jeJHaYMHE, HEOMXOAHO je TpaHCPOPMHUCATH jeTHAUNHY Y OOJIHK MOTOJaH
3a epuKacHy aHaMU3y. MHOXEHEM jenHaunHe ca 4 U nonaBameM Opoja 1 u Ha
JIeBY M Ha JICCHY CTpaHy jefHAuMHE 100Hja ce jeqHakocT 4x° + 4x + 1 = 4y* +
4y’ + 4y +4y + 1. Cnemu naje 2x+ 1) =4y +4y’ +4y* + 4y + 1 = 4y* +
4y + Y + 3y +4y + 1 = 2y  + y)* + (y + DBy + 1). Cmmuno je (2x + 1)* =
4 + 4y + 4y + 4y + 1= 4y + YV + 4+ 4y + 8y + 4y - 5y -3 =
2y’ +y+2)* -5y 3.

Jaxne, 2y* +y)’ +(y+ DGy + D =2x + 1)* =2y + y + 2)° = (5% + 3).
Capa ce pa3nukyjy ABe MOryhHOCTH:
1) Akojey=-1,onmaje xX’+x=0,majex=0mmx=-1.

2) Axojey#- 1, oumaje (y + )3y + 1) > 0. Byayhu 1a je 5y* + 3 > 0
3a cBe ye Z, 10 je (2y° + y)’ < (2x + 1)* < (2y* + y + 2)°. Kako m3meljy GpojeBa
Qy* + v’ 1 2y’ + y + 2)° [0CTOjH caMo jemaH MOTIYH KBaipaT U TO j¢
Qy*+y+ 1) ciem maje 2x + 1) = Qy* +y+1)°. Kakoje (2x + 1)* =
Ay 44y +4y + Ay + 1= QY +y+ D) =4y +y + 1 + 4y’ +4y" + 2y + 1, TO
jey* =2y =0, 1j. y y3uma Bpegrocts 0 wiu 2:

2.1) Axojey=0,oumajex’+x=0,majex=0mmx=-1.

22) Axojey=2,o0Hmaje x+x=230,majex=>5mmx = -6.

IIpema TomMe cBa pemiema mate jemuHauwmde cy: (0, -1); (-1, -1); (0, 0);

[TPOBJIEMU 3A YBEXXEABAKE

308. JoxkazaTtu na He OCTOjU ABoLM(ppeH Opoj Koju je jeaHak 30upy KBaapaTta
CBOjUX Ludapa.

309. Oppenutn nBa mpHpPUpPOgHA Opoja uHMju je 30Mp jeIHaK HHXOBOM
HPOM3BOLY.

310. Ilocroje nmu mpupomHHU OPOjEBH X U Y UHjU j€ TIPOU3BO/I ITeT myTa Behu ox
BuxoBor 30upa’? Konnko TakBux naposa (X, y) uma ?

311. Jla nu mocToje TpH MpHUPOAHA Opoja YHMjH je MPOHM3BOJ jeIHAK HHXOBOM
30upy?

312. Jla nmm mocToje MpUPOTHU OpOjeBU X, Y U Z, TaKBU Ja j¢ HUXOB MPU3BOI
Tpu myTa Behu o1 luxoBor 30mpa?

313. Axo cy p, q U r npocTH 6pojeBH, oHza jenHaunHa p' + q' = ' nema
peuemwa. /fokazatu.
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4. Meton anrebapckux Tpanchopmarja — 4.4. Kopumheme HejerHaKOCTH

314. Oppenutn uudppe a, b m ¢ u mpupogan Opoj n, Tako Oa je

a + bb + ccc = n*. Konmko nma pemema?

315. 30up nBoumdpeHor Opoja u Opoja HamMcaHOr HMCTHUM nuppaMa y

O0OpHYTOM MOPETKY je MOTHyH KBaapat. O kojuM OpojeBUMHA je ped?

316. Ogpenutu cBe aBonmudpeHe MpUPOAHE OpojeBe KOjH CY jemHAKH 30Hpy

KyOa 1mudpe meceTuria U KBaapara mudpe jequHura.

317. Ilocrtoju nu aBormMdpeH MpHpoAaH Opoj YMjU je KBaApaT jeAHAK KyOy

30mpa meropux Iudapa’?

318. Ilocroju nu TporudpeH Opoj Koju je jemHak 30upy cBoje Iudpe jeAMHUIA,

KBaJpaTa Hudpe neceruna u Kkyoa uudpe croruHa?

319. Iloctoju nu TpoumdpeH NpupoaaH Opoj KOju je jemHak 30Hpy YeTBPTOT

cTeneHa uudpe cToTuHa, Kyda nudpe aeceTrna 1 KBagpaTta Hudpe jequHuna’?

320. Ogpenutu cBe ypehene mapose (X, y) IpupogHUX OpojeBa X Uy Tako Ja je

y-x =y'- 16x.

321. Peumrn jemmaumny X' + 2x° + x> — llx + 11 = y*, ako ¢y X U y

HEHETaTUBHU IIEJIH OPOjEBH.

322. Oppenutu npupoaaH Opoj n u mpocTt Opoj p, Tako Aa je 30Up CBUX

nenunaua 6poja p* jenanak n’.

323. Jlara je jemmaumna: 1-1! + .. + x-x! = y* . Komnko peurema y ckymy

NpUpoAHMX OpojeBa MMa J1aTa jeaHaunHa?

324. Oppenutu cBe mapoBe (X, Y) MPUPOAHUX OpojeBa X M y TaKO Ja BaXH

jemnakoct: 10™ + 11y = x + 2000.

325. Heka cy Xy, X, ... Xa00s IPAPOIHA OPOjeBU KOjU 3a70BOJbABA]Y jSTHAKOCT

X124 Xo2 H.ot Xo006” = 2040. Onpenutu 6pojeBe Xy, Xa, ... X2006-

326. Ilpupoxnnu OpojeBu a, b, ¢, d, e ucnymanajy ycioB: 2<a<b<c<d<e.
1 1 1

. 1 1
Hoxazatu fa jeqHauMHa — +—+ — + — + — =1 HeMa peliemna.
a2 b2 02 d2 62

SATALIA CA MATEMATHUUYKUX TAKMHNYEBA

327. Jlokazatm na jeaHadndHA Lz + 1 + Lz =1 Hema pemema y CKyIy
X Xy 'y
npupoanux opojesa. (Kujescka MO — 1952.)

ﬂ+£+2:3_
y X y

328. Y ckymy mnenmux OpojeBa pPEIIUTH jEeAHAYUHY

(26. MMO - 1963.)
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329. Oppenutu cBe mpupogHe OpojeBe X uuju je mpousBox wudapa (y
JIEKaTHOM 3aITACY) jeTHaK x* — 10x — 22. (10. MO — CCCP 1968.)

330. Oppenutu cBe mapoBe (X, y) Lenux OpojeBa TaKBHX J1a 3aJ0BO-JbaBajy
jemHakocT (X + 2)4 -x'= y3. (1P Hemauka - 1974.)

331. Heka cy a u b npupomuu 6pojesu. Ilpu nembemy a> + b> ca a + b go6uja
ce KOIMYHHK M ocTatak r. OmpeanTn cBe mapose (a, b) 3a koje je q° + 1 =
1977. (19. UMO - JyrocnaBuja 1977.)

332. Oppenutu npoct Opoj p ¥ HpupodaH Opoj N Tako N1a BaXKH jETHAKOCT
(p- D!+ 1=p" (COPJ-1980.)

333. Ogmpemnutu cBe mapoBe (X, y) menux OpojeBa KOjU 3aI0BOJHABajy
jemHAauMHY X° +X° + Xy + Yy = 8(x” + Xy + ¥ + 1). (JIyrcembypr - 1980.)

334. Ogpenuty cBe IpUpPOIHE GPOjeBe X U Y TaKO 1a je X —y° = xy + 61. (15.
CCMO - 1981.)

335. Peumry jemnaunny x° + 3x° + 1 = y' y ckyny nennx 6pojesa. (Pymynuja -
1981.)

. 1 1 1
336. J[lokazatm na jemgHauMHA — + —+ —=—— Y CKyIy TPUPOTHUX
X y z 1983
OpojeBa MMa caM0 KOHaYHO MHOTO peuiema. (bpasun 1983.)

337. Ogmpenutu cBe mnpupomHe OpojeBe a, b, ¢, d, e TakBe ma je
I 1 1 11 . .

— +E+ -+ E+— =1, ako TpakeHH OpPOjEeBH HCIyHaBajy yCIIoB: 2<a<bub <
a c e

c <d<e. (CpbOuja1995.)

338. Opnpenutu cBe mpupoane OpojeBe a, b, ¢ TakBe Ja BaXkH jEIHAKOCT
. +i+ S =1. (Cpbuja 1996.)

ab bc ca

339. Jlemmdposatu kBagpupame (5¢ + 1)> = abcd  aKo jeIHAKHM CIOBHMA
0JIroBapajy jeqHake uugpe, a pasInuuTHM clioBuMa pasznuuure uudpe. (Cpouja
1996.)

340. Ogmpenutu cBe TPHPOAHE OpojeBe X M y 3a KOj€ BAXH jETHAKOCT
X’ =y’ = xy + 25. (Cp6uja 2000.)

341. Heka je S(n) 30up, a P(n) mpomssoxm mnmdapa mpupomHor Opoja n.
Onpenutu cBe mpupoaHe Opojere n 3a koje je S(n) + P(n) = n. (Cpodmja 2002.)
342. CryneHrt je y TOKY NMETOTOIUIIBHUX CTyAuja mooxkno 31 wmcrut. CBake
TOJMHE je a0 BHIIEC MCIUTA HEKO MPETXOJAHE, a HA MEeTOj TOIUHHM j€ MOJIOKHO
TPH TyTa BHIIIE UCIUTA HETO Ha NpBOj. KonMko ucmuTa je CTyeHT MOJI0KUO0 Ha
yetBpToj roguan? (Cpbuja 2003.)

56
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343. Ogmpenutu cBe mapoBe (a, b) mpupomuux OpojeBa, TakBe Aa je Opoj

8.2

——5 3 NpHponaH 0poj. (44. UMO — Janan 2003.)
2ab” - b’ +1

344. Ogpenutu cBe mpocte OpojeBe p TakBe ga je p° — p + | Tauan Ky6.
(22. BMO - Pymynwnja 2005.)

[TPOBJIEM 3A UCTPAXKUBAKE

345. Hexka cy X, Xg,...Xx IPUPOIHHN OPOjeBH TaKBH 11 j€ X; < Xp < ... < X, (K= 2).
. 1 1
Jokazatu Jia jeHauYrMHA —2 + —2 +...+ —2 =1 "ema pemema.
X1 X2 Xk
346. Jla nu mocrtoju mpuponaH Opoj Koju je jemHak 30Mpy KBaapara CBOjHX
udapa?

*k

IIpumetHoO je nma pemaBame /[nohaHTOBUX jeTHAYNHA HHUjE METOIOJIOIIKN
WCKJBYYHB T10CA0, jep ce€ TOpe] OCHOBHE 3aMHUCIIM YBEK KOPHCTH jOLI HELITO, Tj.
CBaka ujaeja ce KOMOMHYje ca HEKOM Jpyrom, a Hajuemhe ce kao moMmohHH
WHCTPYMEHT KOPHCTH JEJPHBOCT, Kao OCHOBHa pelanuja TeopHje Opojera.
[Ipobnemu koju cnene, eKCIUTMIUTHO KOPUCTE HJeje MapHOCTH (OIHOCHO Hera-
PHOCTH) W JEJBUBOCTH Kao OCHOBHY WJejy 3a pemaBame J[nodaHTOBHX
jemHaunHa.

4.5. PEIHABABE TMOPAHTOBUX JEAHAUNHA
KOPUIITHELEM ITAPHOCTHU

Kopumheme mapHOCTH je jeqaH o] MO3HATUX U YECTO NMPUMEHHUBAHUX
HauMHA 3a pemaBamke JluodaHTOBMX jemHauMHA, HE CaMO 3aro MITO je
pa3INKOBamke MApHUX M HEMapHUX IEJUX OpojeBa MPUPOJIHO, HETO M 3aTO IITO
BelWKU Opoj TBphema Aaje anropuTaMm 3a (HE)MApHOCT W 3aTO IITO yOYaBamkhe
(He)mapHOCTH Hajuernthe eTMMHUHHUINEG YUTaB jedaH IOACKYH ITOTEHITH]aTHUX
peniema.

HIPUMEP 55. [Ilocmoje nu npupoouu Opojesu x u y maxeu 0a je
X + 4y = 555..555 (Oexaomu sanuc 6poja 555..555 cadpocu mauno n
nemuya).
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PEHIEE: Paznukyjy ce cnenehu ciayvajeBu:
1) Akojen=1,ommajex’+4y=5,1. x=1,y=1.
2) Axojen =2, oHlIa X MOXe OWTH MapaH WU HEMapaH opoj :

2.1) Akoje x =2k (k € N), ouzma je x> + 4y = 4x” + 4y = 4(&* + y) =
555...555, ma jeqHaunHA HEMA PEIICHA.

22) Akojex =2k + 1 (k € N), onma je x* + 4y = 4K” + 4k + | + 4y =
555...555, nn 4x” + 4k + 4y = 4(” + K + y) = 555...554. Jlakne, 2(K° + K +y) =

277...77. Kako je nmeBa CcTpaHa jeHAYWHE IMapaH, a JeCHa Hemapad Opoj, TO
jeIHaYMHA HEMa pelliekha.

[Ipema Tome jenuHo periewe npodiemMajex =y=n=1. A

HIPUMEP 56. Oodpedumu cee 0goyugppere npupoone Opojese Koju cy
Jjeonaxu keadpamy 36upa ceojux yugpapa.

PEIIEWE: Hexka je tpaxenu Opoj ab. [Ipema ycrmoBmMa 3amaTka je
ab = 10a+b:(a+b)2.KaKoje 10a+b:a+b+9a:(a+b)2,Toje9a=(a+
b)(a+ b - 1). Kako cy (a + b) u (a + b — 1) y3acTonmHu npupogHu OpPOjeBH TO je
IBUXOB MPOM3BOJ TapaH, ma je 9a takolje mapan, mITO 3HAYM Ja je M a MapaH
0poj. 3ato ce paznukyjy cienehe moryhHocTH:

1) ab =25, wro Hyje pewemse, jep je 25 # (2 +5)> =49 ;

2) ab =49, uuje peweme jep 49 # (4 + 9)> = 169 ;

3) ab =64, Takolje Huje peleme, jep je 64 # (6 +4)* =100 ;

4) ab =8I, mTO jecte pememe, jep je 81 = (8 + 1)>=9%. A

I[IPUMEP 57. J[okasamu Oa jednawuna x° + V° + 7 = 2007 nema
pewera y cKyny yeaux opojesa.

PEIIEWE: 36up OpojeBa X2, y2, 72 je 2007, naxie, HemapaH, ma cy Win
cBa TpW Opoja HemapHa WM Cy JBa TMapHa, a Tpehu HemapaH W pa3luKyjy ce
cneaehu cirydajeBu:

1) Hekajex=2m+ 1, y=2n+1uz=2k+ 1 (m, n, k € Z). Tana je
XAy +27=Cm+ 1)+ Q2o+ 1)+ Qk+1)" = 4m* +4m+ 1 +4n’ +4n+ 1 +
4K* + 4k + 1 = 2007. Crnexm 1a je 4m(m + 1) + 4n(n + 1) + 4k(k + 1) = 2004.
Hememem jemnakoctu ca 4 mobwja ce m(m + 1) + n(n + 1) + k(k + 1) = 501.
Kako cy 6pojeBu m(m + 1), n(n + 1) u k(k + 1) mapuu, To je 1 BUXOB 30up
mapas, 1a jeJHaqrHa HeMa periema, jep je 501 nemapan 6poj.
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2) Hekajex=2m, y=2nuz=2k+ 1. Tamajex  +y + 2" =
2m)”* + 2n)* + 2k + 1)* = 4m* + 4n” + 4K° + 4k + 1 = 2007. W3 nobujene
jemnakoctr cienu ma je 4m’> + 4n” + 4k(k + 1) = 2006. JlesbemeM mocieame
jenmakoctu ca 2 moGuja ce ga je 2m’ + 2n” + 2k(k + 1) = 999. C neBe cTpane
jEIHAKOCTH je mapaH, a ca JecHe HemapaH Opoj, Ha jeAHAYnHa HU Y OBOM
CIIy4ajy Hema pelema. O

I[IPUMEP 58.  Pewwumu jednauuny x° + y* = 2" y cxyny npupoonux
bpojesa.

PEIIEWE: Kako je 2" mapan 6poj, onna cy 6pojen x° u y* ucte
MapHOCTH, 1A ITOCTOj€ ABe MOT'YhHOCTH:

1) BpojeBu x ny cy HemapHu, 7j. X =2m+ 1 u y=2n+1(m,n e N).
Tamajex* +y' =(2m+ 1)+ 2n+1)> = 4m>+4m+ 1 +4n° +4n + 1 = 2",
Cnemu na je 4m(m + 1) + 4n(n + 1) = 299 2 = 2(21998 — 1), omHOCHO
2m(m + 1) + 2n(n + 1) = 2%
a JiecHa HermapaH O0poj, Y OBOM CITydajy jeJHaYnHa HeMa IeI00POjHUX pelieha.

— 1. Kako je neBa cTpaHa jeTHaKOCTH napaH 0poj,

2) BpojeBu x ny ¢y mapuu, 1j. x =2"a u y=2"b,rmecy a u b Hema-
pHU TIpUPOIHU OpojeBH, a m U n ¢y npupoaau Opojesu mamu ox 1000. Tana je
X +y = (2"’ + (2"b)* = 2™™a’ + 27° = 2", ma ce pasmukyjy Tpu
MoryhHOCTH:

2.1) Akojem>n > 1, onma je 2*"a* + 27'b* =2""(2*™ " "a’ + b*) = 2",
Crnenn maje 2*™ *"a” + b”> = 2" "™ Kako je (2°™ *"a’ + b®) nemapan 6poj, a
2!999-2" napau 6poj, TO jeAHAYHHA HEMA pelcHba.

2.2) Ako je m = n, onma je 2*"a’ + 2¥'b* =2""(a* + b)) = 2", 1j.
a’ +b> =2"""" Kako je 2" " napan 6poj u nemapan crenen 6poja 2, To cy

CBHJCHTHA JIBa cnyqaj a:

2.2.1) Akoje n <998, ounaje 2" ™ je nemuBo ca 4. Kako cy 6pojeBn
a u b uenapum, To a’ + b’ mpu ge/bemy ca 4 naje ocTaTak 2, ma jeAHAYMHA
HEMa peliemha.

2.2.2) Axojen=999, onmaje a*+b°=2"""""% =2 maje a=b=1,a
X =y =2

2.3) Axoje 1<m<n,onnaje 2™ + 27> =2""(a’ + 2" ™ b%) = 2"
win a’ + 202 p? = 2199 2™ Kako je (@ + 27" p?) HemapaH 0poj, a 1999 -2m

napat 0poj, TO jeHaunHa HEMa PelIekha.

Jlakiie, je/iMHa pellierha 1ate jeqHaunHe cy X =y = 2°°. A
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I[TPOBJIEMU 3A YBEXBABAIGE

345. Jlokasatu na jemHaunna x>+ y> = 999...999 (6poj neetku je Behu ox 1)
HeMa [eJI00POjHHX pelieha.
346. Tlocroje 1 mpUPOAHH GPOjeBH X 1 Y TaKBHU 14 je je X + 4y” = 1000?

347. JlokasaTu ja jenHaumHa X — 2y° +82z° = 3 HeMma pelllema y CKYIy LeTHX
Opojena.

348. JlokasaTH 1a He [OCTOje Iean 6PojeBHr X U y 3a Koje je 2x” — Sy” =7

349. Tloctoje mu menu GpojeBy X U y Takeu ja je 19x° + 2 = y*?

350. Onpenury npupoHe Gpojese X U y Tako aa je 2° — 1 =y,

351. Tlocroje au npupoaan 6poj K 1 mpoct 6poj p TakBu 1a je 2° + p = 1026?
352. Oppenutu npupoaHe OpojeBe X M Y Tako Jla BaXHU jeAHakocT x! + 2y =
123456789.

353. Jla nmm 3a cBakm mpupoaH O0poj k Behu ox 1 mocroje mpocTu OpojeBu p 1 q
TaKkBH 1a je p + q = 3"

354. Opmpenutu cBe mpupoaHE OpOjeBE X M CBE MPOCTE OpojeBe p, TaAKO Ja je
x!+1=p"

SATALIA CA MATEMATHUUYKUX TAKMHUYEBA

355. Oppenutu cBe TpouudpeHe MpupoaHe OpojeBe Koju mpH Jejbemy ca 11
najy 6poj jemHak 30upy KBamparta mudapa monasHor o6poja. (2. UMO — Pymyrwnja
1960.)

356. JloxasaTu na jeqHaunHa X*+ y® = 1990 HeMma pelerba y CKYITy IPHPOIHIX
opojera. (Cpouja 1990.)

357. Peumru jenHaunny x° + y® + z° = 1980 y ckymy nenux 6pojesa. (CpGuja
1980.)

358. Ha kommko HaumHa ce 1991 Moke mnpeacTaBUTH y OONHMKY 30mpa
HEKOJIMKO y3aCTOITHUX MpUpogHuX Opojesa. (Cpbuja 1991.)

359. Oppenutu cBe mapoBe (X, y) NPUPOAHHUX OpojeBa TakBUX Oa BaXH
jemmakoct x* — 1992 =y”. (Cpbuja 1992.)

360. Jla 11 OCTOjU MET pa3NUIUTUX NPUPOIHUX OpojeBa TaKBUX Ja 30MPOBH
(opMupaHH O O ABa OJf HUX YHHE JCCET y3aCTOIMHHMX NPHUPOTHHUX OpojeBa’?
(Cpbwuja 1992.)
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361. TIlocroje au memu GpOjeBM M M N TAKBH 1a Cy OpOjeBH m° + n U n” + m
notnyHu kBagpatu? (Cpouja 1999.)

ITPOBJIEM 3A NCTPAXKNBAIGE

362. OppenuTu cBe NpUpOIHE OpojeBe X U Y U CBE MpOcTe OpojeBe p, Tako 1a
jex!+y!=p~

363. Tlocroje v memy GPOjeBH X U y TAKBH [a je X' —y =X+ y~ + 54321.

364. Hexka cy p, q u r mpocTu 6pojeBu. Pemnru jeqaauuny 2p + 3q = Sr.

365. Mosmarojemaje2+2=2%3+5=2"3+13=2"3+29=2°3+61=
2°, ... Jla i jenHaumHa p + q = 2%, Iie Cy p ¥ q MPOCTH, @ K IPUPOAaH Opoj uMa
YBEK peliene, Tj. Aa JIM Ce CBaKU CTEIIeH Opoja 2 Moke MprKa3aTH Kao 30up aBa
mpocta 6poja ?

*

ITopen (He)mapHOCTH, Jakje ASJHUBOCTH ca 2, y pemaBamy JnodaHToBHX
jemHaunHa U mpobiieMa BeoMa je MMPUCYTHO KopHITheme NeJbHUBOCT M Ca IPYTUM
OpojeBuMa, moMohy Koje ce Takohe, eeranTHO pa3aBajajy ciIydajeBH.

4.6. PEHHABABE TMOPAHTOBUX JEJJHAUNHA
KOPUIITHhEWBEM OCOBMHA JIEJbBUBOCTHU

JenHa o7 ocHOBHMX Hjeja 3a pemraBame [IMo(paHTOBUX jeHAUYMHA
MOYMBA Ha jeTHOCTABHO] YMHCHUIIU J1a ako je A = B, oHaa cy u cBojcTBa
u3paza A u B y norneny nesmsuBoctu uueHTHyHa. Ha mpumep, ako je A
u3pa3 KOju je NeJbHB ca 3, a IpH Jesbelhy ca 4 naje ocratak 1, oHaa Te
ocoOuHe MOpa UMaTu U u3pas B.

Uneja je na ce mara jeqnaunHa A = B TpaHcdopmuiie y eKBUBAJICHTHY
jennaunny A, = B, Tako ga jeman ox m3pasza A, unu B, uma jacHo nedunucany
JIEJbHBOCT.

HIPUMEP 59. QOopedumu cee npocme Opojese p u ¢ maxko 0a 8axicu
Jjeonaxkocm p + q = ¢ — 40.

PEILIEWE: Ako ce nara jenmaumsa p + q = q° — 40 Tpancdopmue,
nobuja ce na je p + 40 = q° — q = q(q - 1). Kako jecHa crpaHa jegHaumHe
MIpeICTaBJba MPOU3BOJ IBA Y3aCTOITHA IIPHUPOIHA Opoja, TO je OHA YBEK JeJbUBa
ca 2, rma TakaB Mopa BUTH u Opoj p + 40. JacHo je ma To Baxku camo 3a p = 2, ma
jeqq-1)=p+40=2+40=42,aq="7.
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Ha cnuyan HauvH ce peniaBajy cUTyalmje U Kaja ce pajiy o ASJbHBOCTH ca
JIIpYyTUM OpojeBHMa MW KaJla c€ W3 JIEJbUBOCTH ca 2 HE MOXE HUINTA 3HAYajHO
3aKJbYUUTH.

IIPUMEP 60. QOodpedumu cee 0soyugperne bpojese xoju cy jeonaxu
30upy keaopama yughpe decemuya u Kyoa yugpe jeounuya.

PEHIEWE: Ako je Tpaxkenu aBouudpeHu 0poj Xy, oHaa je 10x +y =
x> + y’. ExBuBaneHTHOM TpaHchopMarmjom ce 1o6uja aa je 10x — x° = x(10 — x)
=y —y=(y- Dy(y + 1). JlecHa cTpaHa jeiHauMHE TPEICTABIbA IPOU3BOJ TPU
y3acTomHa MpupoaHa Opoja, ma je yBeK AespbuBa ca 6, IMTO 3HAYM Jla TO MOopa
outn u nesa. Kaxo cy m3pasu X u (10 - X) ucte mapraoctu x(10 - X) je Ae/bUBO ca
6,akojex =6 wm 10 - x = 6.

Axo je x =4, oupna je 24 = (y — 1)y(y + 1), ma je y = 3, a TpaxkeHu 6poj
43 =47+ 3°,

Axo je X = 6, oHna je 24 = (y — 1)y(y + 1), ma je y = 3, a TpaxkeHu 6poj
63=6"+3".

Beoma mHTEpecaHTHU Cy MpUMEPH KOjH TPETHPAjy IEJBbUBOCT KOja HUje
JaTa MHIUPEKTHO, HEr0 HEMOCPEIHO U AUPEKTHO.

HIPUMEP 61. Oopedumu cee dsoyughpene npupooue bpojese Koju cy
Odegem nyma eehu 00 30upa ceojux yughapa.

PEIIEWE: Heka je Tpaxkenu 6poj ab. Tana je 10a + b = 9(a + b). To

3HAYH J1a j& TpaKeHu Opoj ab JIeJbUB ca 9, ma je 1 30Mp HmeroBux mudapa 1eb1uB
ca 9. JacHo je ma je Tama a + b jegHako 9 win 18, ma je 10a + b jegnako 9-9 = 81
i 9-18 = 162. Kako je 162 tpomudpen 0poj, jenuno pememe je 81 =9 (8 + 1).

Y npeTxogHuM IpuMepruMa KopHirheHa je 1eJbUBOCT 0€3 0CTaTKa, IITO He
Mopa OWTH yBek mpakca. Hekama ce J0 pelema J0Ja3d YIpaBo aHAITU30M
OCTaTKa KOjU TPIJINKOM JeJheha HEKMM OpojeM [aje jeaHa OJHOCHO IpyTra
cTpaHa jegHakocTH. TakaB je 6Wo ciay4aj U ca KopuIThemeM THocieame udpe
KOja TIpeJIcTaBjba OCTaTak MpH nejbemy ca 10.

HIPUMEP 62. Oopedumu cee ypehene napoge (x, y) npupoonux opojesa
X uy maxko oaje x! + 5y = 6666.

PEHIEWE: Jacuo je ma 6poj 6666 mpu aesemy ca S aaje octarak 1.
Crora u 6poj X! + Sy npu aesbemy ca 5 Mopa naBatu octatak 1. Kako je Sy yBek
JIEJBHBO ca 5, OCTaje /1a ce BUAU KaJia je OcTaTak IpH Aejbemy X! ca 5 jenHak 1.
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3Ha ce ma je 3a X = 5 0poj x! yBeK HeJbHMB ca 5, ma y o03Wp IoJiaze
BpeOHOCTH X Mame of 5, nakne 1, 2, 3, 4. Kako camo 1! = 1 u 3! = 6 npu
JIeJbelY ca 5 ajy ocTaTak 1, To ¢y TpaxkeHa peliema Sy = 6665 nu 5y = 6660.
3Hauum ga cy cBa peuiema ypehenu maposu: (1, 1333); (3, 1332). A

HIPUMEP 63. 36up oeoyughpenoe bpoja u 6poja nanucamoz ucmum
yugpama y obpuymom nopemky je nomnyn keaopam. O xom 0Opojy je peu?
Konuxo uma pewserva?

PEHIEIE: Hexka je tpakenu 0poj E = 10x + y. Tapa je ounrienHo
s k?
1I0x+y+10y+x=11xX+y)=K WM X+Yy= Tl < 18. Kako je x +y
npupogan 6poj To je 6poj k* memuB ca 11 um y3 To K° < 198. 3Haun ga je
k> =121, maje k = 11. Taga je x + y = 11, na cy cBa pelema 1aTor npodnema
opojesu: 29, 38, 47, 56, 65,74, 83 u 92. A

HIPUMEP 64. QOodpedumu cee mpoyugpene opojese koju cy 11 nyma
eehu 00 30upa ceojux yughapa..

PEHIEWE: Heka je Tpaxkenu tpoundpenu 6poj X_yZ W3 ycnosa 3agatka
cieau 1a je 100x + 10y + z = 11 (x + y + z). Kako je necHa crpaHa jeHaKoCTH
nespuBa ca 11, TakBa Mopa OMTH U JieBa Ma je TpakeHW Opoj AesbuB ca 11, mTo
3HA4YM Ja je |x - y + z| nemuso ca 11. [Ipema TOMe mocToje aBa ciydaja
|x—y+z|=0 1507051 |x—y+z|= 11:

1) Axo je |x -y+ z| =0, oHma je y = X + z. AKO ce oBa penanuja yHece
y moJa3Hy jemHakocT, gobuja ce 100x + 10x + 10z +z =11 X+ X + Z + 2).
ITocne nesbemwa ca 11 nqobuje ce aa je 10x + z = 2xX + 2z, 0THOCHO 8X = 7, 114 je X
=1,z =8, y=9. Tpaxenu 6poj je 198.

2) Ako je |X -y + z|= 11, onpma je x —y + z = 11, jep je uudpa
0<y<9. Tamajex +z=11+y.Kaxoje xyz <11-(9+9 +9) = 1127 = 297,
Tojex<2.Kakoje 0<z<9,10jex +z <11 u jequna MOTYhHOCT KOja J10J1a3u
y 003up jecte X =2,z =9, ma je y = 0. Mehytum, 6poj 209 koju ce Ha Taj HAYNH
nobwuje He UCITymhaBa ycioBe, jep je 209 # 121 = 11-11. A

[TPOBJIEMUA 3A YBEXXBABABE

366. V ckymy meanx 6pojeBa pemuTH jeaHaunny 3x° + 5y° = 345.

367. la mujennaunna 2° — | = y* nMa peliemne y CKyIy IPUPOIHUX OpojeBa?
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368. Ompenutu cBe mpocTe OpojeBe p U CBE MPUPOIHE OPOjeBE X TaKO Ja BAKH
jemrakoct x! + 2 = p°.

369. JlokasaTu Ja He MOCTOju TpouudpeH npupoaaH Opoj abc Takas 1a je 6poj
abc + bea + cab NOTIYH KBaJpar.

370. Ogmpenutu mnpupomHe OpojeBe X W Yy TaKO Ja BaXHA JETHAKOCT
x! + 48y = 216.

371. Mosxke nu 30up KBaapaTa IET y3acTOIHHX IeNuX OpojeBa OWTH TOTITYH
KBaapar?

372. Jla i mocToje IPUPOIHU OPOjEBH X, y M K TAKBH A3 BaXH jeJHAKOCT X +
V' =10-1?

373. Oppenutu cBe ypeheHe napose (X, y) IpUPOAHUX OpojeBa X M y TakBe Aa
je x! +y* = 987654.

374. Opnpenutu cBe NMpHUPOAHE OpojeBe KOjU cy AeBeT myrta Behu oj 30upa
CBOjUX Ludapa.

375. JlokasaTu na jenHaumna X° + 4 = 4y(y + 1) HeMa pelllema y CKyIy LeTHxX
OpojeBa.

376. Axo cy X, y ¥ z uenu OpojeBU PazIHYUTH O HyJe KOjH Cy y3ajaMHO

. X 'y z
MIPOCTH, OIPEIUTH CBa pelliekha jefHaUMHe — + — + —=m(m € 7).

zZ X

SAHALIA CA MATEMATHUUYKUX TAKMHUYEBA

377. Ogpenutu cBe YeTBOpomudppeHe OpojeBe KOjH Cy MOTITYHH KBaA-paTH KO
KOjHX je mpBa udpa jeqHaka Apyroj, a Tpeha nudpa jeanaka gersptoj. (2.MMO
-1936.)

378. Jlokasatu ma jemHaumna X° + 3X'y — 5x°y° — 15Xy + 4xy' + 12y’ = 33
HeMa 11e7100pojHuX pemiema. (9. MMO - 1946.)

379. Ilocroje mu 1enu OpojeBM X My TakBH na ce Opoj 1977 moxe
MIPEICTaBUTH Kao 30mp muxoBux kyoosa? (Kujescka MO — 1977.)

380. Ogmpenutu TpormdpeH Opoj KOju je KBaapaT IPUPOTHOT Opoja a v YhjH je
30up nudapa jeqHax a-1. (Cpouja 1979.)

(n+1)

381. Ogmpenutn cBe mpupoaHEe OpojeBe n 3a Koje je 0poj n —1 mpocr.

(Cpbwuja 1986.)
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382. JlemmdpoBatu MHOXKEHE A - b-ab = bbb (Cpbwuja - 1991).

383. Kama ce aBa Tpouu¢ppena Opoja Hamuily jeqaH A0 Apyror noduje ce
mectonudpeH 0poj Koju je TpH myTa Behw ox mBHUXOBOT mponsBoma. O Kojum
opojeBuma je pea? (Cpbuja - 1994)

384. He Bpmehm wmHOX)ewme  1:2:3:4-5:6-7-8:9-10-11 = 399*6*** vy
nobujenom Opojy Harmucatu onrosapajyhe mudpe. (Cpobuja - 1997)

385. Opmpenutu cBe mapose (a, b) mpupoaaux OpojeBa, TakBe Aa je Opoj
a’b+a+b xesmus ca Gpojem ab” + b + 7. (39. UMO — Tajsan 1998.)

386. IlpouwsBon mpupogHux OpojeBa X W y je Tpouuppen Opoj ca
jemHakuM mudpama, a BUXOB 30up je nBouudpeH, Takohe ca jemHaKUM
nudpama. Ogpenutu cBe TakBe OpojeBe X u y. (Cpobuja - 2001.)

387. Oppenutu nBa ceamonudpena Opoja TakBa Ja Cy HHXOB 30Hp,

BUXOBa pasziiuka U 30up mudapa jeaHOT 0o BHUX, (PAKTOpUjenn HEKHUX

opojesa. (Cpbuja -2001.)

388. Opnpenutu cBe mpocte OpojeBe p, q U I, KA0 U CBE NMpUPOHE OpojeBe n,
1 1

TaKBE J]a BAXKU 1 +—+-= 1 . (Cpbuja - 2005.)
p q r n

I[TPOBJIEMU 3A NCTPA’KMBAILE

389. Iloctoje mu mpupogHU OpOjeBH X U y TakBH Aa je 6x —y! = 107?

390. Oppenutu cBe Tporudpene 6pojere koju cy 11 myra Behu ox 36upa
KBaJpaTa cBOjUX Iudapa.

4.7. PEIHABABE TNOPAHTOBUX JEAHAUNHA
KOPUIITREILEM KOHI'PYEHIINJA

Y wmekuMm ciydajeBuMa JlmodaHToBe jemHAUMHE CE€ BEOMa EJIETaHTHO
peraBajy KopuIhemeM KOHTPYCHIHMja Mo Moayiy. Mneja je ciamdHa Kao Kop
NIeJbUBOCTH jep ako je A = B, onma je u A = B (mod m), mTo Moxe naTh
3Ha4yajHe pe3yirate y aHanu3u jeaHakocth A = B. Ilpumepm koju cruene
nokazahe nma ce Ha oBaj HauMH MHore /lModaHTOBe jeqHaYMHE W TPOOIIEMH
MOTY PEIIUTH 110 cKpaheHOM MOCTYIIKY.
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HIPUMEP 65. Jla nu nocmoje npupoouu bpojesu X, y, 7 U K maxksu 0a je
2, .2, 2
X +y +7=8-1?

PEHIEWE: Ksagpatu npupogaux OpojeBa KoHrpyeHTHH cy ca 0, 1 umu 4
npy aebe-mby ca 8 (zokasarn). Tama je x>+ y° + z° KoHrpyentHo ca 0 (0+0+0),
1 (1+040), 2 (1+1+0),3 (1+1+1), 4 (4+0+0), 5 (4+1+0), 6 (4+1+1). Kako je
JleCHa CTpaHa jeTHauYnHe KOHTPYEeHTHA ca 7, Tj. ca — 1, a IeBa To HUKaja HUjE, TO
JaTa jelHaunHa HEMa pelleha HU 3a jeJHO K.

Tume je yjeqHo, caMo Ha Opyrd Ha4WH, peuieH u npumep 57, jep Opoj
2007 ympaBo uma oosmk 8k-1. A

IHIPUMEP 66. Oo0pedumu cee HeHezcamugeHe yeie Opojese X Uy axo je
2-3¥=7

PEIIEWE: Pa3znukyjy ce nBa ciydaja:

1) Akoje y=0, onmaje 2" =8, majex=3.

2) Axojey=1,onmaje2"=3"+72>10,majex>3.

Kako je 2" =3+ 7 wukako je 2" =0 (mod 4), To mopa 6utu u 3° + 7=0

(mod 4), mrto 3Haun na je 3° = 1 (mod 4), omakie je jacHo 1a je y mapan 6poj,
Jakiue y = 2b.

Cimuuno je 3 + 7 =1 (mod 3), na mopa u 6uti u 2° = 1 (mod 3), mro
3HAYM Jla je ¥ X mapaH 06poj, OJHOCHO X = 2a.

U3 jennaumnne 2% _ 3% =7 cnenm na je 2" + 3b)(2a - 3b) = 7. Cana je
jacHo ma je 2° + 3°=7 u 2 - 3" = 1. Pememe 106HjeHOr CHCTEMa jeHAYNHA
ounrnennoje 2 =4u3" =3, majea=2ub=1, onHocHo x=2a=4ny=2b=2.

Jenuna pemiema nare jeqHadnHe ¢y, nakie (3, 0) u (4, 2). A

HIPUMEP 67. Jla nu jeOnawuna X; Yot + x,t = 1599 uma
peuterba y cKyny yeaux opojesa?

PEIIEWBE: Axo je x mpupoman Opoj oHma cy MOryhm ocranmyd mpu
neJbemy Opoja x ca 16 u3 ckyma {0, 1, 2,..., 15}. Taga je x*=x (mod 16) (k €{
0, 1, 4, 9}. U3 Tora cienm na je x* =0 (mod 16) mwmu x*=1 (mod 16). 360r
Tora 30WMp X e xot L x IIpU JIeJbely ca 16 MoXe maTh OMIIo KOju
octartak m3 ckyma { 0, 1, 2,..., 13, 14}, amu e u Opoj 15. Kako je 1599 = 15
(mod 16), To AaTa jeqHaYMHA HEMA pellleha y CKyIy Lelnux OpojeBa. A
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[TPOBJIEMUA 3A YBEXXBABABE

2+n2

391. JlokasaTH Aa jeqHaYMHA mT =1981 HeMa periema y CKyIly LEINX

OpojeBa.

392. JlokasaTu na jenHaumna X° + 4 = 4y(y + 1) HeMa pellema y CKyIy LeTHX
Opojena.

393. Oppenutu cBe mpupoAHE OpojeBe YMjH KBaIpaTH NpH Aejbeby ca 15 majy
ocrarak: a) 7; b) 9.

394. Tlocroje nu memu GPojeBH X, y M Z TAKBH Aa je X +y' =2z + 3.
SAJAIIN CA MATEMATHUYKUX TAKMUYEBA

395. Jlokasaru na jeaHaumHa 19x° — 17y’ = 50 HeMa peluerba y CKyIy LETHX
opojera. (30. MMO 1967.)

396. Peumtu jeqnaunny 1! + 2! + ... + x! =y’ rae cy X, y u z uenau 6pojeBu u
z> 1. (CDPJ 1975.)

397. V ckyny memnx Opojea pemmtH jemHaumny 19x° — 84y* = 1984
(47. MMO 1984.)

398. Oxpenuru cBe mpocte Opojee p U q Tako xa je p° - 2q° = 1. (Cp6Guja
1990.)

399. Ogxpexnutu cBe mpocte Gpojese p 3a Koje je 2p° — p° + 16 MOTIyH KBajgpar.
(Cpbwuja 1992.)

400. IIpupomuu OpojeBu a u b cy TakBu ma cy OpojeBu 15a + 16b u 16a - 15b
KBaJpaTH TpuUpoHux OpojeBa. OnmpenuTH HajMamy MOryhy BpeIHOCT KOjY
MOXe J]a y3Me MUHUMYM Ta JBa kBazparta. (37. UMO — Uuauja 1996.)

401. JloxasaTw ma jeqHaunHa y° = X° — 4 HeMa pelerba y CKyIy Lelnx 6pojesa.
(15. BMO - Kunap 1998.)

402. AKko cy X, V U z 1enu 6pojeBr OHIa jeqHaunHa X' + Yy + z° = 2004 Hema
pemema. [Jokazaru. (Cpomja 2004.)

403. Axo cy x M y npuponHu OpojeBH TakBH Ja cy OpojeBu 3X + 4y u
4x + 3y MOTITYHH KBaJpaTH, OHAA CYy X U y JeJbuBH ca 7. Jlokazatu. (8. JbMO —
Cp6uja u Llpua I'opa 2004.)
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[TPOBJIEMUA 3A UCTPAXKNBAKBE

404. Jara je jemmaumna x* - 7y =n (n € N u n < 100). Jla 1 je Bume oHHX
BPEIHOCTH TPUPOIHOT Opoja n 3a KOjH JaTa jeAHAYNHA UMa PEIICHE M OHUX
3a KOjH HeMa peleme?

405. OnpenuTy HajMame IPUPOIHE OpojeBe X U y Takse 1a je X° = 2000y + 4.

4.8. PEIHABABE TMOPAHTOBUX JEAHAUNHA
KOPUIITRELEM JTUCKPUMUWHAHTE

JlMckpUMHMHAHTa KBaJIpaTHE jeHAYMHE YeCTO Moke moMohw J1a ce
KBaJIUTETHO pelr Heka JlnodaHToBa jenHaunHa, yMje OM peliaBambe Ha APYTH
Ha4yuH OMI0 WM Hemoryhe win Kpajime HeparnoHarHo. OOMYHO ce JaTa jeaHa-
YHHA TIOCMaTpa Kao KBaJpaTHa IO jeJHOj O] MPOMEHJbUBUX, & OHJAA CE€ TUCKY-
CHjOM JUCKpUMHHAHTE, Koja, Aa OW pellema KBagpaTHE jenHaunHe Ounia
11eJ100pojHa U caMa Mopa OUTH 11eo Opoj, pa3NIuKyjy Moryhu cirydajeBu.

IIPUMEP 68. Oopedumu cée yene bpojese x u y maxee da je 2x° + 5x +
2
y = 19.

PEHIEE: Jlata jeqnaunna ce mocMaTpa Kao KBaJpaTHa jeJHaYlHa 10 X,

Tj. ka0 2x° + 5x + (y> — 19) = 0. PemapameM jate jeaHaumHe 10 X 106Hja ce
~5+4/25-8(y2-19) |

Xi2 = . OunrnenHo je ga X Moxe (anu He Mopa)

4

OuTH 1enoOpOojHO caMo aKo je AUCKPUMAaHTa OBE KBaJpaTHE jeJHAYHHE TOTIIYH

kBazpar. Jlpyrum pednma, mopa 6uti 25 — 8(y* — 19) = &%, Tae je K HeKH 1o
0poj, koju Takohe Tpeda ompeTuTH.

Jlakie, 25 — 8y* + 152 = &%, ma je k* + 8y” = 177. Kaxko je 8y* < 177, 10 je
y2S4, naje | y | €{0,1,2,3,4}. Bpoj k je nieo 6poj ako je |y| =1 umm |y|=
4. Tana je |K|= 13 mm| I(|= 7. Tako ce cama cacBWM JIako J00Hjajy cBa
pemema mate jemHauune: (2, 1) wim (-3, 4), npu yemy cy pemema (1/2, 4) u
(-9/2, 1) ogbadeHa, jep HACY TEIOOpOjHA. A

[PUMEP 69. Jeonauuny x° + xy + y° = x°y° pewumu y cKyny yeuux
bpojesa.
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PEIIEWBE: Pasmukyjy ce cnenchu ciaydajeBu:
1) Axojey=0,onmajex=0.

2) Akojey=-1,oHmajex=1.

3) Axkojey=1,oHmajex=-1.

4) Axoye {-1,0, 1}, onmaje (1 — y)x* + xy + y° = 0. [Torpe6an ycno
Jla Jo0MjeHa KBaJgpaTHA jeJHAYMHA WMa IIEJIO0POjHO pElieHhe je Aa je mheHa
JMCKPYMHHAHTA TIOTIYH KBaapaT. 3Haun nay —4(1 — y)y’ = y* — 4y’ + 4y* =
4y* — 3y’ = y*(4y* — 3) Mopa OMTH HOTIyH KBAjpaT, Tj. Wi je y = 0 wim je
4y* — 3 = . Cnenn ma je 4y — k° = 3, ma je (2y + K)(2y — k) = 3. PemaBamem
onromapajyhux cucrema jeqHaynHa nooujajy ce na je y = 1 wm y = -1. Kako
ye {-1, 0, 1}, To y OBOM CKyIy jefHAaUWHA HEMa PELICHha.

Haxkie, jenuna pemema jemaadnse cy: (0, 0); (1, -1); (-1, 1). A

HIPUMEP 70. Konuxo pewerpa y cKyny yeaux Opojesa uma jeOHauuHa
Voex(x+ D(x+2)(x+3)=12"

PEHIEIE: ®akropuszanyja ce MOXXE M3BECTHM Ha BHIIEC HauWHa. JemHa
MOTYNHOCT je J1a ce Ha jeTHOj] CTPAaHM jeTHAKOCTH (PAKTOPH3Yje ITOTHMHOM I10 Y, a
Ha Jpyroj momuHOM 1o X. Komkperno, y' - 1= (y - D)y + D> + 1) =
x(x + DX + 2)(x + 3). C 003upom Aa HHUje JTaKO HACTYTHTH MPUPOAY YHHHUIIALA
HU JEJHOI HU JpYror IOJIMHOMA, TEUIKO Ja C€ MOXKE HalpaBUTH HEKa
palMoHa Ha AUCKYycHja. 3aTo Bajba MOKYIIATH U HA JPYTH HAYKH.

My -xx+DE+2)x+3)=1,crenny’ = xx+ DE+2)(x+3)+ 1=
K +3)X B3+ 2D+ 1 =+3x+1-DX3x+1+1)+1=
X +3x+ 12— 1+ 1= +3x+ 1) JTakne, y* - (x> + 3x + 1) =0, oxgHOCHO
(y 2ox*+3x + 1))(y2 + x> +3x+1) =0. IIpema ToMe pa3nuKyjy ce aBa
ciydaja: X +3x+ 1-y> =0 wm xX*+3x+ 1 +y* =0.

Kopumnihemem muckpruMuHaHTH 100H]ja Ce:
D) €=9-4(1-y)=x> wm -4y’ = 5.Cnemumajex’ =9,ay” = 1.
2) ¥=9-4(1+y)=x’ wm K +4y’ = 5.Crequmajex’=1,ay’* = 1.

PemaBameM KOHKPETHHX KBaJpaTHUX jeAHAYMHA TOOMja cE J1a jeMHavYnHa
uma 8 pemmersa: (0, 1); (0, -1); (-1, 1); (-1, -1); (-2, 1); (-2, -1); (-3, 1); (-3, -1). A

' Baparak je 6no Ha CaBe3HOM TaKMHYEHY MIIQANX MaTeMaTndapa Jyrociasuje

1981. rogune y 2. pa3peny.
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[TPOBJIEMUA 3A YBEXXBABABE

406. PemmTy jenHaunny X* + Xy + y> = 1 y cKkymy neux 6pojesa.

407. Ogppenutu cBe uene OpojeBe X, y M z TakBe @ je Xy + 22 + 1 = 0 u
X—-y=3.

408. VY ckymy nenux 6pojeBa PELINTH jeIHAUMHY X + XY + y° = X'y,

409. Onpenutu cBe napose (X, y) enux 6pojesa 3a Koje je X' + x> +2 =y~
410. Pemwtn jennaumny x° + X' + 1 =y* + 2y, ako Cy X U y Lje/Id 6POjeBH.

411. 'V ckyny nenux 6pojeBa pemnTa jenHaunny X0 + 3x° + 1 = y*.
SAJALN CA MATEMATHUYKNX TAKMHUYEBHA

412. 3a Koje BPeIHOCTH LENOOPOJHOr MapaMeTpa a jeJHAuMHA X° + y° = axy
UMa pelrema y CKymy Ienux opojeBa? (27. MMO - 1964.)

413. Oppenutu cBe nene GpojeBe X H y Tako Ja je X — Xy + y> = X + y.
(7. MMO 1941. u Kujescka MO 1947.)

414. Ogpenutu cBe mene GpojeBe X TAaKO 4a je X° + 3X + 24 MOTIIyH KBaJpar.
(CDPJ 1980.)

4.9. METO/J CAMOI'EHEPHUCAIA

Jenny xiacy npobiema Be3anux 3a JlnodaHToBe jemHaAUMHE MPEACTABIbA]Y
OHHU 3aJjalll y KOjUMa c€ TPaXd JOKa3 Ja Jara jeAHAunHa MMa OECKOHAYHO
MHOTO periema. Takse mpobieMe Hajlakile je peruTH ako je Moryhe oapeauTi
ONIITE peleme jeqHaunHe. MehyTum, moHekan je moOneMu Joiaxema [0
OMMITEr pellemha BeOMa KOMIUIMKOBAaH M 3aTO ce OOMYHO Tpaku Oap jenHa
(hopmyra kKoja TeHepuie OECKOHAYHO MHOTO pemierma. Hajuenrhu moctymum 3a
TO cy cienchu:

Onpenn ce jemqHo pemewne (Xo, Yo, Zos -..) jeaHaunue F(X, y, z, ...) =0, a
MMOTOM C€ IOTOAHOM TpaHc(opMalidjamMa ITOOMjeHO peliehe MYITHIUIUKYjE Y
HeKy of ommtujux QGopmu. Ilpu ToM, joll jeJHOM HAOMHIEMO J1a JOOHjEHO
perieme Hajuemhe HHje M ONTE peIlIeHke, all jecTe pemieme Koje JoKasyje
OeckoHauyHOCT Opoja periera.
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[IPUMEP 71. Jlokasamu Oa jeonauuna x° + y° = 7 uma 6eckoHauHo
MHO20 peuierba y CKyny yeaux opojesa.

PEHIEWE: Jemno ox moryhux pemema aare jeqHaunne je x =5,y = 10 u
z=75,jepje 5% + 10> = 125 = 5°. Tama je 5’k°+ 10%° = 5°k° (k je meo 6poj), ma je
(51(3)2 + (101(3)2 = (5K2)3. dopmyne x = 5K, y = 10&° u z = 5¢° reHepuIry O0ecko-
HAYHO MHOTO pelllema AaTe jeJHadnHe.

HIPUMEP 72. Konuko peuwersa y cKyny yeaux opojesa uma jeOHawuna
X+y =742

PEIIEWE: Ilopen tpuBHjamuux pememax =y=z=t=0 u x=y=z=
t = 1, jemno ox Moryhux pemema nate jennaunne je x = 2%, y =2 z=2u
t =2'"%. Melyrum, pemema cy u x = 2°%, y =2°", 7z =2""u t = 2'*. Hapasuo
moryhe je u ommrthje pememe: X =a 5, y=a"",z=a'"*nt=2""(aeN), anu u
jour ommrruje: x = a’, y = b*, z=b"u t = a’ ... Ilpema ToMe jenHAuMHA MMa
OECKOHAYHO MHOTO PEIIeHha.

Hexkan je nmpu pemasawy jeanaunne F(x, y, z, ...) = 0 Moryhe morognum
anrebapckuM TpaHchopMarmjama 100Ut noauHoMe P(m, n), Q(m, n), R(m, n)...
(m, n ¢y meno6pojun mapamerpu) Takse Aa je F( P(m,n), Q(m,n), R(m,n), ...) = 0.
Ha Taj HaunH ce no0uja jenHAKOCT Koja 3a pa3HE BPEJHOCTH M W N TCHEpHLIE
OeCKOHAYHO MHOTO pelIekha AaTe jeTHaATNHE.

IIPUMEP 73. Jloxasamu da jednauuna x* + y* + 1 = 7° uma beckonauno
MHO20 peutersa y CKYny yeaux opojesa.

PEIIEWE: U3 jexnakoctu 4n'+4n’+1=2n%*+ (2n)* + 1 = (2n* + 1),
OuMIIeaHO je Aa je X = 2n°, y = 2n u z = 2n° + 1 jenno ox Moryhux pemema
JlaTe jeJHavInHe.

OBaj MeTox pemaBama J[nohaHTOBUX jeJHAYNHA TOYMBA U HA YHEHCHUITH
Jla ce 4ecTO Jara jeJHaunHa MOXe TpaHC(HOPMHUCATH Y CKBHBAJICHTHY TakKoO Ja
MIPOHAJIAXKEHHE JEIHOT pelicha jeqHadnHe WHAYKYyje cienehe perneme u HacTa-
BJbAKLEM TOT Tpolieca J00Hja ce OECKOHAYHO MHOTO pelieHkha JIaTe jeAHaYrHE.
KonkperHo uneja je ma ce gara jennaumna F(X, y) = 0 Tpancdopmuiiie y eKBu-
BajeHTHy jeanaunny F(P(X, y), Q(x, y)) = 0, rme cy P(x, y) u Q(x, y) Hekn
MOJIMHOMU 110 X U Y. AKO je (X, Yo) JSHO pelliekhe NaTe jeHaYiHe, OHIa Ce
peKypeHTHHM dopMylamMa X1 = P(Xy, Yi) B Vi = Q(Xy, Yx)) H0OHja OECKOHAYHO
MHOTO pellema Jare jeaHaunHe. CnuyHa Uzeja je MPUCYTHA M KOJ pelllaBama
[lenoge jennaunne.
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I[IPUMEP 74. [oxazamu Oa jeonauuna 2x° — 3y° = 5 uma beckonauno
MHO020 peuterba y CKYny yeaux opojesa.

PEHIEWE: IlpeamocraBuMo 1a je mocTtoje e 0pojeBu a, b, ¢ u d TakBu
na je 2(ax + by)> - 3(cx + dy)* = 2x* — 3y* = 5. JlaspoM TpaHCchOpMALHjoM
ce mobuja 2a’x” + 4abxy + 2b’y” — 3¢’x” - 6cdxy - 3d%y* = 2x* — 3y” wm
(2a® — 3c¢H)x* + 2(2ab - 3cd)xy + (2b° - 3d%)y* = 2x* — 3y% Cana je
OUHUTIIEIHO 2a> -3¢’ = 2,2ab-3cd=0mn 2b - 3d*=-3. JenHo on pemema
npBe jenHaunHe je a = 5, ¢ = 4, ma je 10b - 12d = 0 u 2b° - 3d* = -3.
PemaBamem cucrema nobujace b=6,d = 5.

Jakie, 2(5x + 6y)* - 3(4x + S5y)* - 2x* — 3y* = 5. Kaxo je
Xo = 2, Yo = 1 jeqHo pemieme aaTe jeHavynHe, OYUTIIeTHO je Aa hopmyrie
Xl = X + OV U Vis1 = 4Xg + Syg TeHepHIry 6€CKOHAYHO MHOTO I1€J10-
OpOjJHUX pelIeHka JaTe jeJHaYnHE.

HamomenumMo u ga pemema qo0ujeHa JaTUM peKypeHTHUM (opMy-
JaMa HHCY W jeAMHa pellerma JaTe jeJHauydHe, jep CUCTeM jeIHauyuHa
2a’ — 3¢ =2, 2ab - 3cd = 0 u 2b” - 3d* = -3 uma u Apyrux perema (Ha
npumep a=>5,b=-6,c =4, d =-5), a u noueTHa peniewma X, U y, MOTy
o6utun npyru OpojeBu (Ha mpumep 2 u —1), ma he ce moOutu u apyre
pekypeHTHe dhopmyie Koje Takole reHepuIy 0ECKOHaYHO MHOTO PellIeHa
JaTe jeTHaYrHe.

[TPOBJIEMUA 3A YBEXXBABABE

415. Jloka3aTu J1a MocToju 0€CKOHAYHO MHOTO MPUPOIHUX OpojeBa X U 'y
TaKBHX 14 je X° = Ty + 2.

416. JlokasaTH da CBaKH IPHPOJAH OpOj K, jeJHAUMHA X° + y* + K = Z° UMa
0EeCKOHaYHO MHOTO pellena Y CKyITy Lenux Opojesa.

417. Jlokasatu Aa jeqHadyuHa (X — 1)2 + (X + 1)2 = y2 + 1 uma Oecko-
HAaYHO MHOTO peliemka y CKyITy Ieaux Opojena.

418. JloxazaTu Ja 3a CBaku HpUpoJaH Opoj m mocToju OeCKOHAYHO
MHOTO ITapoBa (X,y) Leux GpojeBa TakBuX aa je X — (m” +1)y” = 1.

419. Kommko pemrersa y CKyIly LeIHX 6pojeBa HMa jeHaunHa X° — y° =
x> + y2 + (x+y)2.
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SAJALIA CA MATEMATHUUYKUX TAKMHUYEBA

420. Hexa cy m u n npuponsu 6pojeBu (1< m < 1981, 1 <n < 1981)
KOjH 3a10BOJbaBajy jeqHaunHy (n° — mn — m>)” = 1 . OgpeanTH MaKcuMa-
nHy Moryhy BpegHocT 3a m” + n”. (22. UMO — CAJT 1981.)

421. Jlara je jenmaumna X° — 3Xy” + y° = n. AKO je n TakaB IPUPOIAH
Opoj a naTa jeAHaUYMHA MMa IEJIOOPOJHO pememe (X, y), JoKa3aTu Ja
OHJIa JaTa jemHauynHa uMa 0ap Tpu 1eno0pojHa pemema. Jlokazaru aa 3a
n = 2891 gara jenHaunHa HeMa HUJEIHO LEI00pojHO pemiewe. (23. MO
— Mabapcka 1982.)

422. Axo cy X, y W z 1ienu OpojeBH OHJA jeAHauYnHa Xy + yZ + zX = 1
nMa OeCKOHAYHO MHOTO peniera. Jlokazatu. (BUX — 1990.)

ITPOBJIEMU 3A UCTPAKMBAIGE

423. JlokaszaTH Ja MOCTOjU OSCKOHAYHO MHOTO TPOJKH (X, Y, Z) LEIuX
6pojeBa TAKBHX 1a je X —y =X + Yy +Z°.

4.10. METOl "HAJIMAIEI™" PEHIEBA

MeTol MMHMMAIHOT pelllela  Ce 4ecTO KOPHUCTH MPHIMKOM HATakKemha
CBHX pelemha HeKux /InodaHToBHUX jenrHaunHa, OAHOCHO JOKa3MBama Ja perle-
ta He moctoje. Ipuamun je caenehn:'” " [IpermocTaBuMo da faTa jeqHaunHA
uMa 1eno0pojHa peuiema W Ja IOCTOjU QITOpPUTaM KOjUM C€ W3 jeJHOT
IIEeJIO0OPOJHOT pelieha jeTHAYnHEe JO00Hje Apyro MeaoOpojHO pememe. AKO
jeIHaYMHA MMa LEJO0OpOjHO pelieme, OHJAa IMOCTOjU pellemhe Koje je MHUHU-
MaJIHO Y HEKOM CMUCIY (HIp. MUHUAMAIaH je 301p |X | + | y | ). Pememe koje ce
nobuja U3 TOT pelemka HUje Mamke, I1a ce Tako A00Hjajy oapeheHe ocobuHe Tor
MHUHMMAJIHOT pellelha — OHE Cy IMOHEKaJ JOBOJbHE A2 3aKJbYYMMO J1a TaKBO
pememe (4, JaKie, HAjeTHO IPYTo) He TMOCTOj .

11
12

Hexu oBy MmeTony 30By u (PepMaoB) MeTO] OECKOHAYHOT yMambUBabHa
Bunern Bnagmvmup Muhuh, 3opan KagenOypr: YBon y Teopujy 6pojeBa -
HpymrrBo matematnuaapa Cpouje, beorpax 2004, ctp. 53 — 54.
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Hpyra dopmynammja oBor meroma je ciemeha. IlpermocraBuMo nma
MOCTOjU PEIICHE jeIHAYMHE Y CKYITy TPUPOIHHUX OpojeBa M Ja ce Moxke Hahwm
aJTOpPUTAM KOJUM CE€ U3 JETHOT peliekha Yy CKYIy IPHPOJHHX OpojeBa mobdwja
JIPYTO pelielke y CKYIMy NpUpOAHHMX OpojeBa, alll Koje je cmpozo Mame (y
onpehenom cmuciy) on monazHor. To 3HAYM J1a MOCTOjU OECKOHAYHO MHOTO
MPUPOAHUX OpojeBa MamHX Ol NaTOT IPHPOMHOT Opoja, MTO je, HapaBHO,
Hemoryhe. [lakne, nara jeqHayriHa HeMa MPUPOIHUX pellicHkha.”

[IPUMEP 75. Odpedumu cea yenobpojua pewersa jednauune x°+y° =3z°.
PEHIEWE: TpusujanHo pemiewe oBe jeqHaunae je x =y =z = 0.

[IpernoctaBuMo ga mMma W IOpyrux pemema. Heka je (X, Yo, Zo) OHO
peliewke aaTe jeJHaunHe Y CKYIy IPUPOTHUX OpojeBa 3a KOje MPOMEHJbUBA O, =
| Xo | + | Yo | + | Zo | nMa HajMary Moryhy BpegHoct. M3 permammije X,” + Yo' = 370
cienu aa ¢y OpojeBH X, U Y, NIeJbHBH ca 3 (YKOJIUKO OU X, WU Y, Omm 00JIKa
3k + 1, unu 3k — 1, onma Ou x02 1203071 y(,2 IpU IeJbehy ca 3 UMalu ocTatak 1,
IITO 3HauM 1a OM 30Mp X,  + Y,  IPH Jejberby ca 3 uMo ocTaTak 1, umm 2). Jlakie
Xo = 3x; B Yy, = 3y,. Tana je XS + yo2 =9 (x12 + ylz) = 32,2, Cremu na je
3(x12 + ylz) =72 ma je u 7z, 1eJbuBo ca 3, 1j Z,= 3z;. Cana je 3()(12 + ylz) =9z,
najex,” +y, =3z". To 3Haun na je ypehena tpojka (X1, y1, Z) Takohe pememne
JlaTe jeTHAYHHE.

Kako je o =|xo|+1yol+ 121 =13x [+ 13y [+]32,[= 3 (Ix [+]y: [+
+|21 |) = 304, TO cueayje ma je 0 < o = 0‘70< Ol,. [IpoTMBYypedYHOCT KOja
JIOKa3yje 1a CeM TPUBHjATHOT Pellieha, jeTHAYNHA HeMa JPYTHX pemema. A

IIPUMEP 76. Odpedumu cea yenobpojna peuwersa jednauune x> +2y° = 4z°

PEHIEWE: TpusujanHo pememe oBe jeaHaunHe je X =y = z = 0. Joka-
KHMO JIa IPYTHX pelllierha Hema.

Hexka je (Xo, Yo, Zo) JEAHO peIIeHkhe MaTe jeqHAYNHE y CKYIy HPHUPOITHHUX
Opojera, Tj. HEKa je X, + Zy(,3 =47,. Cnenn na je X, = 4z, - 2y03 =22z, -
¥o’). To 3HauM 1a X, MOpa GUTH TmapaH 6poj, Tj. X, = 2X,. Caza je OunrIeaHo 8x;°
= 4z03 - 2y03. JemememM ca 2 nobuja ce jenHaYnHA 4x13 = 2203 - y(,3 U3 Koje
clenmu na je y, Takohe mapaH Opoj, Tj Y, = 2y;. 3aMEHOM Y, = 2y; CIeau Ja je
4%, =2z.% - 8y13.

13

[Ipobnem je 3amar Ha 18. MMO - 1955. ronune
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Axo ce 106Hjena jeqHaunna moaenu ca 2 xobuje ce 2x;° =z, - 4y,". U3
OBE jeHaYWHE CIICAH A je Z, mapaH 0poj, Tj. Z, = 2z;. 3aMEHOM Y MPETXOIHO]
jenmaumnm cuemu ma je 2x,° = 8z, - 4y,’, a nesbemeM ca 2 jeHAYMHA [OCTAje

. . . X
X" + 2y = 4z,°. U3 nocneime jeqHAUMHE je OUMITICAHO 1A je X; = —O
_ Yo _ Zy . . A .
yi = 22 z;= =2 jegHO peulelme Aare jeAHaunmHe. AKO c€ OBaj IOCTYyMakK
2 2

. . Xo Yo Z,
HacTaBM Jl00uhe ce ja cy peliema Jarte jeJJHaunHe cBe Tpojke —2 29 O
2% 2% 2K
X 3 3 1 1 z 2
jep je ouurieaHo (_OJ + 2(&J = 7(X02+2}’02 == T4Z02: 4(_0j
Kako TakBux k nMa O€CKOHAYHO MHOTO, a OpojeBa KOjU Cy MambH O X, Yo' Zo H
JIeJbHBH ca 2", caMO KOHAYHO MHOT'0, TO j€ OYHIJICHO J1a j& TPHBHjaTHO PCLICEHE
JEIMHO pellewke AaTe jeaHaurnHe. A

HIPUMEP 77.  Odpedoumu ceéa napoge HpupoOHUX 0Opojesa X u y
maxkeux dajex/(yz +1) u y/(x2 + 1)

PEIIEBE: U3 x | Y+ Dcrennpx=y’+1 n u3 y | (x> + 1) cnenu qy
=x"+ 1. Akoje D(x,y)=d, Tanajex=od u y=pd. Crnexu 1aje pod = B’d’
+1 u gfd = o’d* + 1. U3 nobujennx jeanakoctu je d (pow - B’d) =1 u
d (gf - ’d) = 1, ma je jacHo na je d= 1, OXHOCHO GPOjEBH X H Y CYy y3ajaMHO
HPOCTH.

Kakojepx - qy = (> + D(x*+ 1) =x’y* + X’ + y* + 1, To je ounrmnenso na
x2 + y2 +1

Xy
>2, 0HJa je Xy = X_ + Y~ + 1, oiHOCHO X° - nyX + ¥ +1 = 0 (*). Hexa je (x, y)

j€ YCJIOB 3aJaTKa CKBUBAJICHTAH ca XY | x’+y +1.Akojen =

JEIHO pelemne jeqHadne (*) y cKyImy IpUpoaHUX OpojeBa y KOME je X =y U X
HajMame Moryhe.

Ako ce jenHaunHa (*) HamMIIe Kao KBaJpaTHA jeJHAYMHA 10 X, OHJ/IA CE
mobmja ga je f(x) = x> - nyx + y2 + 1 = 0. Kako je f(ny — x) = (ny — x)* -
ny(ny — x) + y* +1 = n’y* - 2nyx + x> - n’y> + nyx + y> +1 = x - nyx + y* +1 = 0.
Jaxkne, ako je (X, y) peniewme nate jennauuse (*), onaa je u (ny — X, y) peuicme
jemHaumne (*).
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Kako je ny — x > 0 u xako je X HajMame Moryhe pemieme, To je ny — X =
x 2 y. Kpagparna ¢ynkuuja f(X) je HeratmBHa y WHTEpBaly (X, ny — X), a
HEHETraTHBHA M3BaH TOT MHTepBana. [Ipema Tome je f(y) =y’ - ny-y +y> +1 =
(2 —n)y> +1 2 0. Ako je x = y = | HajMame pelere, oHxa je 3 - n > 0, ma je
n=3.

Kako pemieme (X, y) TeHepulle pelewme (ny — X, y), 3Haud J1a pelicmhe
(x, y) renepuie pememne (3y — X, y), ma ce on peuema (1, 1) nobuja perieme
(2, 1), a oxg oBora HOBO perieme (5, 2), na 3atuMm (13, 5),... Jlakie cBa periema
npobiema cy ypehene nBojke (Fau.i, Fouy1), TE cy Fy wranoBu ®ubonaunjeBoOT
mmsa 1,1,2,3,5,8,13,21,..(Fi= F,= 1, Fy, =F+ F). A"

[TPOBJIEMHA 3A YBEXXBABABE

424. 3a Koje BPEJHOCTH IPHPOIHOT Opoja K jenHauMHA X° + y° + z° =
KXYyZ Ma PelIeHhe.

SAALIA CA MATEMATHUUYKNX TAKMHNYEBA

425. Jlokasatn 1a jeHauMHa X + 2y3 + 47 - 6xyz = 0 Hema peliema y
ckymy npuponnux 6pojesa (Kujercka MO 1948.)

426. JloxasaTu 1a jeqHa4YuHA x>+ y2 +7°= 2XyzZ ceM TPHUBHjaJTHOT pelliemha
x =y =z =0 Hema Apyrux uenodpojHux pemema. (12. MMO 1949.)

427. Oppenutu cBe 1iene OpojeBe X, YV, Z M U TaKO Ja BaXKH J€THAKOCT
X +y +z2+u’=2xyzu (12. MMO 1949.)

428. OgpenuTH CBe Iene GpojeBe X, y U Z TAaKO 1a je X~ + y* + 2° = X'y~
(CA/1 1976.)

429. JlokasaTn ja jeqHaumHa X° + 3y3 +97° - 9xyz = 0 y ckyny pauuoHa-
aHMX OpojeBa MMa jeIMHCTBEHO pememne X =y = z = (. (Mahapcka 1983.)

430. V ckymy memux 06pojeBa peInTH jenHadnHy X + y© = 3(u’ + v).
(Cpbwuja 2003.)

431. Oppenutu cBa pelieHka jeTHaYNHE x> + y2 +7°= 2004xyz, ako cy X,
y u z uenu 6pojesu. (Cpouja 2004).

4 Nlatu npumep u JOII HeKe MpUMepe MOTY ce BUACTH y Kiu3u Muhuh Bmagmmup,

Kanen6ypr 3opan, Dyxuh yman: YBox y Teopujy 6pojesa, JIMC, beorpan 2004.
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4.11. JNUODPAHTOB METO/]

VY npyroj xmu3u "Apurmetuke” JmodhaHT ANeKCaHAPHUjCKU N1aje OIIITH
MeTOJ[ 32 ofjpehUBame palMOHATHUX pellickha KBaJApaTHE alre0apcKe jeTHaYMHE
ca JaBe mpoMeHJbMBe. [IpeBelleHO Ha je3WK JIaHAllllheé MaTeMaTH4Ke HayKe
Juodanros MeTon ce cactoju y cienchem:

[ocmartpa ce jennaunsa Ax” + By” + Cxy + Dx + Ey + F= 0 (A, B, C,
D, E, F cy nemu 6pojen) koja y xOy paBHH NpeacTaB/ba HEKY KPUBY APYTOT
pena (unm jemHy, OJHOCHO nBe mpaBe). AKO je (X,, Y,) JEMHO UEI0OpOjHO
pelIemke qaTe jeqHadnHe, OHAA Ce KPO3 TauKy (Xo, Yo) HOCTAaBIba MPAMEH MPAaBHX
Y — Yo = K(X — X,) (K je Ouno koju paunonaian Opoj paszmuuut of 0). 3a pasHe
BPEIHOCTH PAaLlMOHANHOT MapaMeTpa K, AoOuja ce OeCKOHaYHO MHOTO Tadaka
mpeceKa npasux u kpuse. Te Tauke cy parpoHanse.

Konkperny mnpumeny JuodantoBor wmeroma wuiayctpyjy ciuenehu
IpuUMepHu:

[IPUMEP 78. Pewumu jednawuny 3x° - y* = 26 y cKyny payuoHaiHux
bpojesa.

PEHIEWBE: JInodaHT je jenHadnHy MpaBe KOPUCTHO Y HapaMeTapcKOM
0o0mMKy: X = X0 + t ; y = yo + kt. Kako je jemHo peuieme nare jenHaunHe
X0, Vo) =B, 1), Toje x=3+1t; y =1 + kt. 3aMeHOM Y jeqHaUNHY A00Hja ce
33 + t)* = (1 + kt)* = 26, a ocie Tpanchopmanmje t(t (3 — %) + 18 — 2k) = 0.

. . 18-2 .
Pemema nobujene jeqHaunae cy t=0 wmwmt = 82 X Axo jet=0
K*° =3
. . 18 — 2k . 32 — 2k + 9
J00Mja ce MOYETHO pelliehe, a ako je t = 5 ,OHMajeX = ——————
K” -3 K™ —3
18k — k2 — 3
y= —————-
k> -3

3a x = 1, nobuja ce 1menodpojHo pememe (-5, -7), a 3a K = 2 penieme je
(17, 29).

5 Bugern onrosapajyhe pazmaTpame y Kibu3u AunodaHT AneKcaHapHjCKH:

Apurmernka — Hayka, Mocksa, 1974.
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Ax0 ce K Hamuie Kao KOJUYHUK JABa IIcjIa 6poja, OJHOCHO

m . 3rn2 —2mn + 9n2
K = — nmo0uja ce JBONapaMeTapcKo pelieme: X = u

n m2 — 3n2

_ 18mn - m? - 3n?

. A
rn2—3n2

I[IPUMEP 79. Pewwmu jednauuny x° -2y + 3xy + 4x -5y +3 =0y
CKYNY PAyUOHAIHUX Opojesa.

PEIIEWBE: Kako je jenHo pememe nate jemnaduse (X,, vo,) = (1, 0), To
jex=1+t; y=xt. 3amMeHoM y jexnaunny no6uja ce (1 +t)* — 2(xt)* + 3(1 + t) kt
—4(1 + t) + + 5kt + 3 = 0. Ilocme Ttpanchopmammje ce mobwja ma je
t (t(l -2k + 3K) + 8k — 2) = 0. Pemrema nobujeHe jeqHaunHe ¢y t =0 wm

8k — 2 . 2k +5k — 3
t = —— Taga cy peliema Aare jeJHAUMHE X = —
2k“ =3k —1 2k -3k —1
81<2 - 2K
y: 2—. A
2k =3k —1

JuodaHTOBUM METOAOM ce MOTY PEIINTH W CloKeHHje jenHaunmHe. Ha
TpUMep HeKe KBAJApaTHE jeHAYMHE Ca TPH MPOMEHIbHBE. '

I[IPUMEP 80. Pewwmu jednauuny 19a° + 5b° = ¢ y ckyny payuonanmux
bpojesa.

PEIIEWE: Pa3znukyjy ce nBa ciydaja:

1) Ako je ¢ =0, oHIa jeqHaYMHA UMa TPUBHjaIHO pememke a=b =c = 0.

2) Axo je ¢ # 0, oHIa ce MOXKE YBECTH CMeHa X =

o |®

U Yy =— KOjoM
C
ce jenHaumna Tpancdopmuie y jemHaunmny 19x” + 5y* = 1. Kaxo je jemno

perieme nare jeqHaunHe (Xo, Vo) = (% , %) TO CMEHOM X =é +tuy= % + Kt

—(15x +19)

W eTMMUHAIIMjaMa Koje ciene, 1oouja t = 3 .
4(5x“+19)

' lupe TEOPHjCKE OCHOBE U jOII HEKe MpUMepe BUACTH Y Kibm3u: JrodaHT

Anexcanapujcku: Apurmernka — Hayka, Mocksa, 1974, ctp. 50-51.
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4. Meron anrebapckux Tpancdopmarmja — 4.11. lnoantoB MeTox

AKko ce 1oOmjeHa BpeAHOCT YBPCTU y TpaHchopMmaunone ¢opmyiie 1oouja

5k2 — 30k — 19 —15k% - 38k +57
cC X= ———mm Hu = .

8(5k% + 19) 8(5k2+19)

BpahameM Ha modueTHy jemHadnHy AOOH]Y ce permema a = O 5k% - 30K — 19 );

b = 0c(—151<2 - 38k +57) ¢ = 806(51(2 +19), rue je o pakTop MPOHOPIHO-

HagHocTH. OBe opMyIre 3a 1MeI00pOjHO K TCHEPHIITY MeI00pojHa periekha JaTe

jemHaumHEe. AKO C€ K 3aMEHHM palMOHAIHMM OpojeM K = —  100Hjajy ce
n

. 5m? — 30mn — 19n2
;[BonapaMeTapCKa peme}La aaTe _]e[{Ha‘lI/IHCI a = o 5 )
n

—~15m? — 38mn +57n2 Sm? + 19n2
b = U Cc= 80(—
Il2 Il2

A

[TPOBJIEMUA 3A YBEXXBABABE

432. OgapenuTH CBa paIMOHAIHA PelIeha jefHaunHe X + 2y° = 3Z°, TIe CY X, ¥
U Z IpUPOAHHU OpojeBH.
433. Omumm 1enoOpojHa pemema ciaeaehux JuodaHToOBUX jeaHAYMHA:

X -15y'=7% xX*—yz=2% X+ 3y’ =52°.
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5. JUODPAHTOBE JEJHAUYNHE
JEJAHE [TPOMEHJBMBE

JenHaumHa Ko0ja caJip>KM caMo jeHY POMEHJBHBY 3a KOjy C€ IMOCTaBJbha
yCIIOB J1a je 1eno0pojHa je JlmodanTosa jeqHaunHa jeIHe TPOMEHIBHBE.

[IPUMEP 81. Oopedumu cee yene Gpojese x 3a koje je x° —4x* + 3x’ -
27 +x+ 14 =0.

PEHIEWE: Pa3snukyjy ce aBa ciryuaja:

1) Axo je x =0, onaa jenHauYMHA HEMa peliemka, jep je 14 # 0.
2) Axo je x # 0, oHJIa JIeJheHEM Ca X JlaTa jeJHAYMHA C€ TPAaHC(HOPMHUIIS
14 . . .
y crenehy: x* — 4x’ + 3x” - 2x + | + — = 0. Kaxo je x 1eo 6poj u Kako je
X
JIeCHa CTpaHa jeAHAKOCTH I1e0 Opoj, TO Mopa OWTH U JIeBa, a TO 3HAYM Ja U3pPa3

14 . . .
— Mopa 6utn 1eo 0poj. Jlakine Opoj X Mopa MpUNANaTH CKYIY LEI00pOjHUX
X

nenunara Opoja 14, ma je x € { -14, -7, -2, -1, 1, 2. 7, 14}. IlpoBepom ce no6uja
Jla je jearHo X = 2 3aJI0BOJhaBa ATy jeJHAYHNHY. A

IIpobnem ce Moxke KopuIThemeM HMACHTUYHE HJIej€ YOIIITHTH Ha OUIIo
kojy duodanToBy jemHaumHy jemHe IPOMEHJBMBE KOja je Jara y OOJNHKY
nomuHOMa. "’

TEOPEMA 1. Axo je x, uenobpojua nyaa nonunoma P(x) = ax" + ...+ a;x
+ a, ca yenobpojrum Koepuyujenmuma (a, #0), onoa je x, jedaw 00 yeno-
Opojuux Oenunaya 6poja a,.

JIOKA3: Ako je X, Hyna monuaoma P(x) = a,x" + ...+ a;X + a, 1 aKo je X,
1eo 6poj, onxa je P(x,) = a,X," + ...+ a;X, + a, = 0.
Axo je a, = 0, onza je P(x,) = xo(anxon'1 + ...+ X, + a;), 12 je jenHa Hyja
oJInHOMa X, = 0.
Axo je a, # 0, oHza je u X, # 0, na je jemnaunna P(x,) = a,X," + ...+ a;X, +
_ a .
a, =0 exBuBaleHTHA ca a,x" L a; +—2=0. Kako je mecHa crpana
X
jemHaunHe 11e0 Opoj M KaKo Cy CBH CIA0MPIIM Ha JICBO] CTPaHU IIEIIO0POjHH, TO

a .. . .
Mopa 6utn u —2 . Jlakie X je jenan o/ 1eo0pojHuX Jenuiana 6poja a,.
X

7" Viet (1540-1603) je y CBOjiM pagoBEMa JOKa3ao0 OIIIY TEOPEMY H 00jaCHHO alrOpHTaM 3a

onpehuBame pauMoOHAIHUX HYJIa IOJMHOMA C LeI00pojHuM KoeduuujeHTnma. Buaeru:
Bojucnas Aunpuh: Parmonanue nyine momuaoma — M®JL, 6poj , ctp. 113-116, 3arped 1985.
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5. JInodaHToBe jeAHAYMHE jeHE TPOMECHIbHUBE

HIPUMEP 82. QOdpedumu uemupu y3acmonua yeia opoja maxo oa je
30up Kyboea npea mpu bpoja jeounax Kyoy uemepmoe 6poja.

PEILEE: Hexa je Tpaxenu neo 6poj k. Taxa je k& + (x + 1)° + (x + 2)°
= (x + 3)°. CpeljuBameM n00ujeHe jenHaunHe no6mja ce k° — 6k -9 =0."®

Tpauchopmamujom m3pasa K — 6k — 9 = k> — 27 — 6k + 18 = (x — 3)
(&* + 3k + 9) — 6(k — 3) = (k — 3)(k* + 3k + 3), nobuja ce Kao jeMHO PEeIICHe
6poj k = 3, jep jenHaumHa K- + 3K + 3 HeMa LETOOPOjHHX pelnera. [Ipema Tome
TpaxkeHa perammja je 3°+4°+5° = 6°.A"”

THIPUMEP 83. Mooice nu 36up Ky606a npeux n y3acmonHux HpupoOHuUx
opojesa oumu a) 1 234 567; b) 29 506 624?

n(n+ 1))2
— |

Jakire, 30up kKyOoBa MPBUX N y3acTOMHHX OpojeBa je MOTIyH KBampaT. Kako

PEIIEE: a) Io3naroje majeje I°+2° +(n-1)’ +n’ = (

O0poj 1 234 567 Huje MOTOYH KBagpaT, jep ce HUjelaH KBaapaT HE 3aBplIaBa
u¢poM 7, OJIrOBOP j& HeTaTHBAH.

2
n(n+1 n(n+1
b) Ako je ((T)j =29 506 624, ouna je % = 5432. Tana je
mpomu3Box n(n + 1) = 10 864, a To Huje Moryhe, jep ce MPOU3BOI JABa y3aCTOITHA
nena Opoja 3aBpiasa uugpama 0, 2 uau 6 1 HIKaga He 3aBpiiasa udpom 4. A

IIPUMEP 84. Oopedumu cée npocme Gpojese p axo jep’ + 27 = 177.

PEIIEWE: Ounrnenso je na cy dynkumje y = p~ u y = 2° pactyhe, ma je
¥ 1eo m3pas p” + 2P pactyhu. Kako je p memapan 6poj u 2° < 177 < 256 = 2*, 10
je p < 8. lakue, p je 3, 5 wau 7. I[IpoBepom ce sako no6uja na je p = 7, jep je 2°
+p =49+ 128=177.A

THIPUMEP 85. 36up xeadpama npeux n npupoonux opojesa je 4900.
Konuxo je bpojesa cabpano?

n(n+1)2n +1
PEIIEBE: Kako je 1+ 2%+ (n- 1)’ + n* = ( )é ):4900, T0 je
mpomssox N(n+1)(2n +1) =6-4900=6-100 - 49 =6 - 4 - 25 - 49 = 24 - 25 - 49.

Ouwnrnenso jen =24. A

'8 U oBa jenmaunna ce MOKe peIIHTH KOPUINEHEM TEOPEME O PAIIMOHATHHM HyJIaMa

IOJIMHOMA.

' Bumeru npumep 7. y IPETXOIHOM HOIMIABIBY.
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5. JInodaHToBe jeAHAYMHE jeHE TPOMECHIbHUBE

3aHUMIBHBO je 1a je 30up KBaaparta mpBUX 24 mpupoaHa Opoja MOTIyH
kBagpat Opoja 70.. [ToctaBiba ce muTame 1a JIM TAKBUX CIy4ajeBa MMa U KacHUje
y HU3y NpUPOIHUX OpojeBa, Tj. IOCTOjH JIM jOII HEKH MPUpOJIaH Opoj n TakaB
Iaje P+2%+ .. +(@-1)?+n* =

[TPOBJIEMUA 3A YBEXXBABABE

434. Paznmka 36upa KyOoBa IPBUX N MapHUX OpojeBa u 30Mpa KyOoBa MPBUX N
HemapHux Opojea je 2240. Ogpenutu n.

435. Oppenurtu neo 6poj x, Tako aa je 3* + 5° = 152.

436. Iloctoju 1M meT y3acTONMHHX LEJUX OpojeBa TakBUX Ja je 30up KyOoBa
npBa YeTHpH Opoja jeanak KyOy neror O6poja?

437. Opnpenutu Tpu y3acTomnHa Iiesia Opoja ca 0COOMHOM Ja Kaja ce YeTBPTOM
CTeTeHy MpBoT Opoja moxa apyru O0poj, oHaa ce qoduje kyo Tpeher 6poja.

438. OzpenuTH cBe Leie 6pojeBe X, TAKO 1A BaKH jeaHaKoCT (X + 1)° + (x + 2)°
+x+3)+x+4) =+ 10

SATALIA CA MATEMATUYKUX TAKMHUYEBA

439. Jlokazatu na kyO HajBeher on Tpu y3acTomHa meia Opoja HE MOXKe OUTH
jenHak cyMu KyOoBa mpeocTtaia aBa Opoja. (Mahapcka 1909.)

440. VY ckyny npupomHHX GpojeBa pelnTH jenHaunHy X = (6 — X)'™. (CDOPJ
1980.)

441. Hexa cy p u q HemapHu neim OpojeBu. Oppeawtu cBa LeIo0pojHA
pememsa jeqHaunne X + px'* + q = 0. (Cp6uja 2000.)

442. JlokasaTu 1a 3a HemapaH Leo Opoj q jenHaumHa X° + 3X + q = 0 Hema
1eao0pojanx pemema. (Cpouja 2004.)

443. OpnpenuTy cBe IpocTe GpojeBe P U ( TaKBe Ja jefHAUMHA X — pX +q =0
nMa 1e00pojHa pemema. (Cpouja 2004.)

[TPOBJIEMUA 3A UCTPAXKNBAKE

444. Tloctoje nu mpupoaHH OpOjeBH N U K TAaKBH Jia je 30Wp KBajapara
MPBUX N IPHPOIHKX GpojeBa moTmyH kBagpar: 12 + 2% + .. +n° =x*? Jla
JM TaKBUX OpojeBa MMa KOHAYHO MJIM OECKOHAYHO MHOTO?

%" 0 oBom nmpobemy he 6uTH jour peun y mornassby o I1enoBoj jeaHaunHm.
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6. JIMHEAPHA TMOD®PAHTOBA
JEJJTHAUNHA ax + by =c¢

Ako cy a, b u ¢ e OpojeBu u ab # 0, oHAa ce NMHEapHA jeTHAYMHA
ax + by = ¢, npu 4emy Cy X U y 1IeJu OpojeBH, Ha3uBa JuHeapHa [{nodanToBa
jemHaunHa.

OuwnrienHo je 1a ce cBaka JUHEapHA jeJHauYMHA Ca JIBC MPOMCHJBHBE U
11eJI00POjHIM KOES(PHITHjEHTIMa MOYKE CBECTH Ha jeTHAYNHY 00JIMKa axX + by = c.

Beh je pedeHo je ma cy ocHOBHa NMuTama Be3aHa 3a CBaky JModaHTOBY
jeqHaYHNHY:

1. Jloka3aTu WK OMIOBPTHYTH ET3UCTEHIIN]Y PeIICHha;

2. TIpebpojaTi KOIHMKO YKYIIHO pPellerha MMa JaTa jeqHaurHa (KOHAYHO
ni 0ECKOHAYHO MHOTI0);

3. AKo jeHauMHA UMa KOHAYHO MHOTO PEIleha, OMPEIUTH CBa HEHA
pelemna;

4. Axo jeqHauMHa ©Ma OECKOHAYHO MHOTO PEIIeha, OAPEIUTH GOpMYITe
KOj€ J1ajy CBa pelIeha;

5. Onm cBux Moryhmx pelrema H3IBOJUTH OHa KOja 3aJ0BOJHABAjy
moceOHe yciioBe (aKko ce TO TpaXxu).

OxroBope Ha OBa MUTama, Kaga je ped o JuHeapHo] JlnohaHTOBO]
JEIHAYWHU ca JBE MPOMEHJBbHBE, Najy cieachu mpumepn u Teopeme, IpH 4eMy
he Heka nmuTama u MpobdaeMu OWTH TPETUPAHK HA BHUIIIC HAYWHA, Ka0 Ha TIPUMED,
caM aJrOpHTaM 3a pelaBame guHeapHe JlunodanTose jeqHadmHe.

6.1. JA JIN JIMHEAPHA INO®AHTOBA
JEITHAUYNHA YBEK UMA PELIEBE?

IIPUMEP 86. Hmajy au jeonauune x +y = 2006 u 2x + 10y = 2005
pewera y cKyny yeaux opojesa?

PEIIEE: IlpBa jenHaunHa o4MTIIeIHO MMa OECKOHAYHO MHOTO PEIeHa,
jep je ypehenm map (Xg, 2006 - X¢), THE je Xo OWIO KOju I1e0 Opoj, OIIITE
IEJIOOPOJHO pelIeHEe AaTe jeTHAYNHE.

Jpyra jemqHaunHa HeMa peliema jep je 3a Ma Koju map menux Opojema
(X, y) Ha IECHOj CTpaHa jemHadrHe HemapaH Opoj, a Ha JIEBOj mapaH 0poj.
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6. Jluneapna [luodanroBa jeaHaurHa

IIpernuzan anropuram 3a oapehuBame 1a JIM jeJHAYNHA aX + by = ¢ uMa
WM HEMa pellieka je TUPeKTHA nmocieauna ciieache reopeme.

TEOPEMA 2.  Ilompeban u dosoman ycios da auneapna J{uoganmosa
jeonauuna ax + by = ¢ (a, b u ¢ cy yeau 6pojesu u ab #0) uma pewerve je oa je
opoj ¢ demwus ca NZD (a, b).

JIOKA3: Heka je NZD (a,b) = d(d#1).

Axo je (Xg, Yo) jemHo 1eno0pojHo periemne auHeapHe Jnodanrose jeana-
yuHe ax + by = ¢, Taga je ax, + by, = ¢. Tama nocToje y3ajaMHO MPOCTH LEH
opojeu k u | TakBu na je a = kd u b = 1d. 3naun na je kdxq + ldyy = ¢, 1j.
d(kxq + lyg) = c. JleBa ctpana jemHakocTu je mespuBa ca d, ma mMopa OWUTH U
necHa, Tj. d | c.

O6puyTO, HEKa je d | ¢. Taga moctoju 1e0 O6poj m TakaB 1a je ¢ = md.
Kaxko ce 6poj d Moxke mpeAacTaBUTH Kao XOMOT'€HA JIMHEapHa (YHKITH]ja O a U
b, T0je d=ca+Bb (e Z Ppe Z). Tagaje c=md =m (ca + Bb) =
a (ma) + b (mP), ma je x = ma, y = mp, jenHo periewme aare jeqHaunne. ¢

Hasengumo, 0e3 A0Ka3a, 1 IBC HCIIOCPCAHEC MOCICANLC JOKAa3aHC TCOPEME.

TEOPEMA 3.  Jluneapmna /luogpanmosa jeonauwuna ax + by = c (a, b u c
¢y yeau opojesu u ab #0) uma ysex pewere axo je NZD (a, b) = 1, mj. ykoauxo
¢y a u b y3ajamno npocmu yenu bpojesu.

TEOPEMA 4.  Jluneapna /luogpanmosa jeonauwuna ax + by = c (a, b u c
cy yenu opojesu u ab #0) nema pewerba axko ce NZD (a, b) ne caopaicu y c.

HIPUMEP 87. Jloxazamu Oa jeonawuna 2x + 5y = 111 uma b6eckonauno
MHO20 yenobpojuux peuwerva, a jeOnauurna 3x + 6y = 1000 nema yenobpojuux
peuwensa.

PEIIEWE: Kako cy 2 u 5 y3ajaMHO TIpOCTH TIpBa jeTHAYHHA HA OCHOBY
TeopeMe 2. YBEK uUMa peliema. Jlpyra jeqHaunMHAa ce JCJhCHEeM ca 3 MOXKe

1000 .
TpaHchopMucaTH y OOJIUK X + 2y = 5 U3 KOra je OYMIVIENHO Ja HeMa

HENOOPOJHHX periema. A

' Ta unmennua je mo3nata y teopuju 6pojesa. Bunern: Bnagumup Muhuh, 3opan

Kanen0ypr, dyuran Bykuh: YBox y Teopujy 6pojesa — [pyuirso Mmaremarniapa
Cpouje, beorpan, 2004. — ctp. 44.
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6. Jluneapna [luodanroBa jeaHaurHa

JacHo je nma ako jemHauMHM ax + by = c, UMa pemiema, Tj. YKOJHUKO je
NZD (a, b) = d (d # 1) nenunan 6poja c, Taga moctoje uenu opojesu k, 1 u m,
takBu 1a je a = kd, b=1d u ¢ = md. Jegnaunna taga nocraje kdx + ldy = md
wim kX + ly = m. Ilpu tom cy k u 1 y3ajamHo mpoctu. 3aTo y CYIUTHHH
jeIHaYnHy ax + by = ¢ Tpeba ¥ mocMaTpaTi Wid TpaHchopMucatu 10 o0IuKa y
KOME Cy a U b y3ajaMHO NPOCTH, jep Ce U3 Tako TpaHCcHOpMHUCaHE jenHaunHE
0JIMax BUIIM €T3UCTEHIIMja PEIIeha.

*k

Kaxo je mpoGiemM ersucTeHulle peniema jefHaunHe ax + by = ¢ mpeTxo-
JHHUM pa3MaTpamuMa pa3pellieH, clie/id MOKYINaj 1a ce npoHalje u aropuram 3a
pelaBame CBUX JTUHEapHUX J[MohaHTOBUX jeaHAYUHA.

6.2. OJJIEPOB METO/l PELLIABAIHA
JIMHEAPHE INMO®AHTOBE JEJHAYMHE

HIPUMEP 88. Oopeoumu cea peuierva jeonauune 3x + 7y = 89, ako cy x
uy yeau opojesu.

PEHIEE: Kako cy 3 u 7 y3ajaMHO mpocTd OpojeBH TO jeAHAYMHA YBEK
uMa peleme.

PemraBamem jeqHadmHe IO X W TpaHC(OPMAITHjOM EHE JIECHE CTpaHe ¥

KOJIMYHUK, JI00Hja ce X = M

=29-2y-— y;Z , TIa je X 1eo Opoj camo

ako je Opoj y - 2 mespHBO ca 3, Tj. ako je y - 2 = 3K, T1ie je K HEeKH 1Ie0 Opoj.
Tamajey =3k + 2, a x =25 — 7. /loOHjeHO pelIewe je OMIITEe pelemhe AaTe
jeIHa4YMHe W MOKa3yje Ja Jara jeAHaurHa UMa OeCKOHA4YHO MHOTO pellemha, jep
ce 3a CBako Ieno0pojHo K aobuje ypehenun map (X, y) = (25-7k, 3x+2) koju je
perieme nare jeqHaanne. A

OBaj moctymak Koju je y Teopuju mo3Har kao OjiaepoB’ 4ecTo HHje
(yHKUMOHANAH, jep ce A0 KOHAuyHOI pellelma J0ja3d MPEeKO HEKOIUKO
uTepanyja.

THIPUMEP 89. Oopeoumu cea peuterva jeonauune 40y — 63x = 521 axo cy
Xuy yeau b6pojesu.

PEIIEWBE: Kako cy 40 u 63 y3ajamMmHO mpocTH OpOjeBH jemHaYMHA UMa
peleme.
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6. Jluneapua lnodanrosa jeqHadnHa

80x +520 + 1 — 17x
40 '

17x -1 . 17x — 1
X . la 6u y 6uo neo 6poj mopa OutH X

W3 nare jemnaumne je 40y = 63x + 521, majey =

Cnemu najey =2x + 13 -

= a, e je a Hekm meo Opoj. Kako je 17x — 1 = 40a, 10 cnemu na je

X = 40a + 1 =2a + 6a+1' Cama he x Owurtu neo 6poj ako je 6gH_l:b.
17 17 17
. 176 -1 b+1

Onasne je 6a + 1 = 17b. Jlakne, a = =3b - hl . Jla 6u a 6mo 1€o

06poj Mopa 6utu b + 1 = 6K, omakiie je b = 6k — 1. Tama je a = 3(6k -1) — k =
17x — 3, a omaBne je x = 2(17xk = 3) + 6k - 1 =34x -6 + 6Kk — 1 = 40x — 7.
Konauno,y=2 (40k—7)+ 13 —-a=80k- 14 + 13 - 17x + 3 = 63k + 2. [akue,
OMITE pelIeHkhe aare jenHauune je x =40k — 7, y = 63k + 2.

MelhytuM, mako je W3I0KEHH IOCTYIIAaK jeIHOCTaBaH, OH HHjE JIaK 3a
TeXHUYKY peaau3anujy. 3aTo Ce IOCTaBJba INHTAKE HAAXKEHa CUTYPHHU)ET
METO/A.

6.3. METO/] ITOUETHOI PEILIEBA

Heka je (X, yo) jeTHO eIo0pojHO pelieme jeqHadnHe ax + by = ¢, rae cy
a u b y3ajamuo npoctu nenu 6pojeu. Kako je axy + by, = ¢, To je u ax + by =
axg + byo. Taga je a(x - xo) + b(y - yo) = 0. Ako ce 1ena jegHaunHa MOAENH ca b

jep b HHje Hyna) nobuja ce na je i(x —Xg) +y — yo =0. Kako je mecHa
b 0 0

CTpaHa jeIHAKOCTH Leo Opoj To Mopa Outu u jieBa. bpojeBu a u b cy y3ajamMHO
NpPOCTU Lenu OpojeBH, IITO 3HAYM JIa X - Xo MOpa OuTH aesbuBo ca b. Jlake,
X - Xo = Kb, Te je k Omino koju 1meo 6poj. Tama je X = Xo+ bk, a y =y, — aK.
Tume je moOuWjeH jemaH parpioHajJaH IIOCTYIIaK 3a pellaBame jeaHadnHe
ax + by = c koju je npenu3upan ciegaehom TeopeMom.

TEOPEMA 5. Axo je ypehenu nap (xo Yo) jeOHO peuierbe nuHeapHe
Jluoghanmose jeonauune ax + by = ¢ (ab #0 u a u b cy yzajuno npocmu yenu
opojesu), maoa u camo maoa je perayujama x = xo + bk u y =y, — ax
(k je yeo 6poj) oechunucano onwime peuwierbe oame jeoHauvume.

JOKA3: Jloka3 ma ako je (Xg, Yo) jenHo pemieme nuHeapHe JnodaHToBe
jemHaunHe  ax + by = c, 7a cy Taja cBa peniema neduHICaHa penangjama X
=Xg+bk U y=yp—ak (xje 1ueo 6poj) Aar je y MpeTXOAHOM pa3MaTpamy.
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6. Jluneapua lnodanrosa jeqHadnHa

Ocraje a ce moKake YHEH-CHHUIIA JIa aKo je (X, Yo) JEOHO peIIemhe U ako je
X=Xo+bKk U y=yo—aKk (xje meo Opoj), Aa X U Y 3a10BOJbaBa]y jeAHAYHHY
ax + by =c. 3ancra ax + by = a(Xq+ bk) + b(y, — ak) = ax, + abk + by, — bak
= axg + by = ¢, jep je (X0, o) jeOHoO pememe nuHeapHe JnodanToBe jenHaunHe
ax + by = c.

JTokaXXuMo ¥ Jia Ipyrux periema Hema. IlpermocraBumo aa je (o, [B)
JEIHO OX pelema JaTe jeqHadYrHe KOje ce He MOXKe IMpHUKa3aTH y OOJIUKY
(X0 + bK, yo — aK).

Axo je (o, B) jemno pemierme naTe jeqHaunHe, oHMa je ao + bP = ¢. Kako
j€ 3a cBako IeIo0pojHO K M a(Xy + bk) + b(yy — ak) = ¢, 10 je a(xy + bk) +
b(yo — ak) = aa + bP. Taza je a(xo + bk - &) + b(yy — ak - B) = 0.
b(Yo —aK — B)
—

Kako cy a u b pasmuuuru ox 0, 10O je Xy + bk - a0 = —

360r Tora ImTO Cy a U b y3ajaMHO mpocTH OpojeBH Clleau jaa je yo — ak - P
JIeJbHBO Ca a, a yo — ak - B = a (me Z). Cnean na je P = yp — ak — am =
yo — a(k + m). Ako je Kk + m = n (ne Z), tana je p = yo — an. Y ToM ciyuajy je
Xo+ bk -0 =- bm, naje o= Xy + bk + bm =xy+ b(k + m) = X, + bn. Konauno
ce mobujac = X, + bn, B = yo — an, mTO je MPOTHBYPEIHOCT Ca MPETIIOCTABKOM. O

HIPUMEP 90. Odpeoumu cea pewierba jeOnauune 4x + 5y = 100, ako cy
Xuy yeau 6pojesu.

PEHIEWE: Ounrneano je xo =0, yo =20 jenHo peuieme AaTe jeTHauYHHE.
Taga cy cBa pemema nare jenHaunHe neduwHEMCaHa penandjaMa X = 5K,
y=20-4x (k7). A

6.4. JTMODPAHTOB METO/1

[IpetniocTaBumo na je 3a nmuHeapHy [uodaHToBY jenHaunHy ax + by = ¢
(a u b cy y3ajaMHO TpPOCTH), TO3HATO jEJHO PELICHE jeAHaYNHE (Xo, Yo), Tj HEKA
je ax, + by, = c. AKO ce Ha peliaBame JUHEpaHe jeAHaYnHe npuMeHu [uoda-
HTOB JIBOIIapaMeTapCcKu METOM, OHJa ce moOuje TpaHchopManmja X = X, + mt,
y =Y, + nt (m u n ¢y uenu 6pojeBun). Tana u3 jeTHAKOCTH ax + by = ¢, cieau aa
je a(x, + mt) + b(y, + nt) = ax, + amt + by, + bnt = ¢ = ax, + by,. I3 nobujene
jemHakocTd ciieau na je amt + bnt = 0, 1j. am + bn = 0. PemaBamem nodujeHe
. . bn
jemHaYmHe 0 m 1o6mja ce m = — ? .
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6. Jluneapua lnodanrosa jeqHadnHa

Kako m mMopa Outu 1eo 6poj U Kako ¢y a ¥ b y3ajaMHO TPOCTH TO je
n = ak (K je HeKu 1eo Opoj), ma ce Aobmja aa je m = - bk. Jakne, dopmyie
X =X, - bkt, Yy =Y, + akt TEHEpHIIy pelekha jeaHaunHe ax + by = c.

3ax = 1, omHOCHO K = - 1 100Hjajy ce dpopmyie ( X =X, - bt, y =y, + at),
OIHOCHO (X =X, + bt, y=y,— at) uaeatTuane Gopmyiaama y TeopeMu 4.

6.5. IPUMEHA EYKIJIMJOBOI' AJITOPUTMA Y
OAPEBUBABY IIOYETHOI' PEIIEKBA

Y nmpuMeHH anropuTMa IaTor y TeOpeMH 4. jeIWHU TMpoOIeM MOoXe OUTH
onpehuBame TOT jeMHOT (MApPTUKYJIAPHOT) pemiema (Xo, Vo). Jeman ox moryhux
HAYMHA 3a KOPEKTHO pellaBamkbe TOr TNpobiema je mnpumena Eykmumosor
anroputMa u Teopeme 2,7 KojuM ce epukacHo oxpelyje jeaHo ox GeCKOHAYHO
MHOTO MOTYhHX pelniema.

HIPUMEP 91. Odpedumu nouemuo peuterve, a nomom pewumu JJuoga-
Hmosy jeonauuny 155x — 95y = 100.

PEIIEWE: [lata jemnaumHa mMma pemieme, jep je d (155, 95) = 5, a
5 | 100. IIpema ToMe jeqHAUYMHA C€ NEJHEEHEM Ca 5 MOXKE YIPOCTHTH, TaKO 1Ia CE
no6uje 31x — 19y = 20. Kako je d (31, 19) = 1, To mocroje 1ienu 6pojesu oL u 3
takBu aa je 31a - 198 = 1. BpojeBu o u B ce oapelyjy EyknumoBum anropu-
TMOM:

31=1-19+12; 19=1-12+7; 12=17+5;7=15+2;5=22+1.

1=5-22=5-2(7-15=35-27=312-17)-27=312-57=
3-12-5(19-1-12) =8-12-5-19=8(31-1-19) - 5-19 = 8-31 - 13-19.

Haxie, o= 8 u B = 13. Kako je 31a - 198 = 1, To je 20 3la - 19B) = 20,

na je 31-200 - 19-20B = 20, na je x, = 200t = 20-8 = 160 u y, = 20p =20-13 =
260.

[Ipema Tome omiute peniewme Aare auHeapHe [uodaHToBe jeHaUYMHE 1aTO
je dopmynama: x = 160 + 19x; y =260 + 31k (x je neo 6poj).

WHuave nocroje "Mama" moveTHa pemema (X,, yo) = (8, 12), anmu ce Temko
JIpyravrje MOTY OAPEIUTH CEM MHTYHITH]OM WK TorahameM. A

2 Bugeru: Parko Tommh, Bama Bykocnasuesuh: Enementn Teopuje 6pojesa —

Axned, Hou Can, 1995. - ctp. 61. (mpumep 2)
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6. Jluneapua lnodanrosa jeqHadnHa

6.6. IPUMEHA JIMHEAPHUX JMO®AHTOBUX
JEJHAUYNHA

Jluneaprae JlmodaHToBe jemHauyWHE HHCY caMe ceOW ITMJb W ITO3HaBarhe
ITOpUTMa 32 FbUXO0BO PEIIaBakhe HE 3HAUYM HUINTA YKOJIUKO CE OH HE IPUMEHH Y
nonecHUM curyarujama. Cnenehu npumepu he mokazatu KOJHKO Cy JIMHEApPHE
Jlnodanrose jeanaumHe MohHO CpeICTBO 3a pellaBame pasHuX JnodaHTOBHX
mpo0JieMa TeOpHjCKe, Al U MPAKTUIHE TPUPOJIC.

HIPUMEP 92. Konuko uma napoga npupooxux opojesa (x, y) makeux oa
jedx + 7y = 2005.

PEIIEWBE: Kako je 4496 + 7-3 = 2005, To je TOYETHO pEIICHE aTe
jemHaunHe (X,, Yo) = (496, 3). Onimre pememe je Taga X = 496 — 7k; y = 3 + 4k
(x je 1ieo 6poj). OHO MITO ce TPaKH je /Ia X U Y HICTOBPEMEHO OyAy IPUPOIHH, T1a
Mopa outi: X =496 — 7k > 0 my = 4x + 3 > (0. U3 mipBe HejemqHaKOCTH je 7K <
496, ma je x < 70. 300r apyre HEjeMHAKOCTH je 4K > - 3, mITO 3Ha4H 11a je K = 0.
IIpema Tome 0 < k < 70, ma ce mobmja TauHo 71 pemieme KO Kora cy X Uy
MO3UTUBHH OpojeBU. A

HIPUMEP 93. 'V jeouoj xruoicapu onoska xowma 0,5 (nona) €, ceecka
1 € a xkruea 5 €. Ha konuxo ce nauuna 3a mauno 100 € mooice Kynumu maiHo
100 npeomema? Koauxo 00 100 kynmenux npeomema cy 0/1108Ke, C8eCKe U
Krouee?

PEIIEWE: Heka je 6poj KyIJbeHHUX OJIOBKH X, Op0j CBECKH y U Opoj
kura z. Tama je X + y + z = 100, jep ux ykymao uma 100. Llena xymseHux

.1 . . .
mpeaMeTa je 5 2x + y + 5z = 100. /Iee noOujeHe jemHAYWHE IPEACTABIHAJY
cucteM JlnodaHTOBUX jeHAYMHA Ca TPU HEMO3HATE. AKO C€ OJI PBE jeAHAYNHE

. 1 . .
oJy3Me Japyra moouja ce E x-4z=0.Cnemn na je x =8z. Tamaje 8z +y + z =

100, ma je y = 100 - 8z. [Ipema ToMe oOmmImTEe peIieHke MOOHjEHOT CHCTEMa
jemnaumHa je: X = 8k; y = 100 — 9x; z = k. C 063upom na je 0 < x = 8k < 100,
T0je 0 <k <12,

Cra '"peamHa" pemema mnpobiema mara cy y ciueaehoj tabemm, jep
TEOPHjCKH TIpoOJieM WMa OCCKOHAYHO pelemha, alld pPeaHo, y >KUBOTHO]
CUTyanuju cBera 12:
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6. Jluneapua lnodanrosa jeqHadnHa

y 100|191 |82 |73 |64 |55 |46 |37 |28 |19 |10 1

VY HapeIHHMM NpHMeprMa HeMa EeKCIUIMLMTHO JuHeapHuX JumodaHToBHX
jeIHa4YMHa, ajy je TUHeapHa jeJHaYlHa HHCTPYMEHT 3a pellaBambe mpoodiema.

HIPUMEP 94. Oopeoumu cee ypehene napose (X, y) yeaux opojesa x u 'y
mako oa je 7x° - 3y° = 17.

PEIIEWE: Heka je x> = a u y> = b. JlaTa jensaumna je Tana
eKBHUBAJICHTHA ca jeqHaunHoM 7a - 3b =17 (a >0, b . 0). JemHo pememe nate
jemHaumHe je ag = 2, by = -1, ma je ommTe pemene jennadnde 7a - 3b = 17, naro
dopmynama a = 3k + 2, b = 7x — 1. Jlakne, x* = 3k +2 u y*> = 7k —1. Kako je
x> = 3K + 2, TO jeqHauMHA HeMa pelleka, je Huje Moryhe na wjenaH KBaapaT
npupoaHor Opoja mpu AeJbemy ca 3 naje ocrarak 2. A

IIPUMEP 95. Ilocmoje nu yenu 6pojesu x u y maxeu oa 6adcu
923

jeomakocm: 3x° - Sxy + 2y —4x + 5y =7

PEIIEWKE: Axo je 3x? - Sxy + 2y2 —4x + S5y =7, 0Hna je 3x* -
3xy +3x - 2xy+2y2—2y -7x+7y—-7=0.To 3nauu aa je 3x(x —y +1)
-2yx-y+1)-7x-y+1)=0,maje (x—y+ 1)(3x -2y —-7) =0. Jacao
je mamopa butn X —y+ 1 =0 nm 3x — 2y — 7 = 0. [Ipema Tome narta
jenHaynHa uMa OECKOHAYHO MHOTO pellema Koja cy omucaHa ¢op-
MyjaMa ONIITHX pemewa: 1) X =xkuy=k+ 1;2)x=2k+ 1uy=3k-2
(x je meo 6poj). A

HIPUMEP 96. Heka cy x;, X2, ... Xa005s BPUPOOHU OpOjesu makeu 0a je
XP 4 X+ e+ a5t = 2035. Oopeoumu x; , X3 , ... X2005-

3 .
2 OBaj mpo0iieM ce MOKe YCIIeITHO pemuTH U J{no(aHTOBHM METOIOM.
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6. Jluneapna /lnodanrosa jeaHaunna

PEHIEWE: Ougurnenso je Behuna OpojeBa X; jemHaka 1, a camMmo HEKH O
wux Behn on 1. Heka cy Xy, X5, ..., X¢ =2, @ CBU OCTAMH Xy = ... = X005 = l.
Tana je X2+ X0+ o+ XE > 4K, ma je 30or Tora 2035 = (xl2 F X H o F XKZ) +
(><K+12 F o FXopos® + x20052) > 4k + (2005 — x) = 3x — 2005. U3 HejemHakoCcTH
2035 > 3k — 2005 cnemm nma je 3k < 30, ma je k < 10. akmue X = ... = Xyp05 = 1,
na je X“Z + X132+ . + x20052 = 2005 - 10 = 1995. IIpema Tome Xlz + ..+ x102 =
2035 — 1995 = 40.

AKo y cKkymy {Xy, Xa, ... , Xjo} UMa a jeAuHUIA, b ABOjKH, ¢ TPOjKH, d
YETBOPKH, ¢ meruna u f mectuma, oHga je: a + b +c+d+e+f =10 u
a+4b+ 9c+ 16d + 25¢ + 36f = 40. Axo ce ox aApyre oxy3Me MpBa jeTHATHMHA
nobuje ce nuHeapHa J[nodanToBa jemHaumaa b + 8c + 15d + 24e + 35f = 30.
Onmmax je jacHo ma je f = 0. Ako je e = 1, onma je 3b + 8c + 15d = 7. Y Tom
ciy4ajy 6m 6mo b = 2, a ¢cBu octanu 6u Ounu 0, ma Ou 6mmoa+b+c+d+e +
f = 3, mrro je Hemoryhe, jep Taj 36up m3nocu 10. [lakne e = 0, ma je 3b + 8c +
15d = 30. Kako cy 3b, 15d u 30 gemuBu ca 3, To Mopa Outu u 8c, ma ce
pasnuky nBa ciuyvajac = 3w ¢ = (.

1) Ako je c =3, onna je 3b + 24 + 15d = 30, ma je b + 5d = 2 u uma
JEIHO pelIeHke:
eb=2ud=0, c=3, e=f=0,a=5,maje 3 +3°+3*+2°+2°+ 1>+ .. + 1
=27+ 8+ + 2000 = 2035 (3 Tpojke, 2 aBojke u 2000 jenuHUTIA);

2) Ako je c =0, ouma je 3b + 15d = 30, ma je b + 5d = 10 u uma Tpu
pelema:
eb=10,a=c=d=e=f=0,maje 2°+...2° + 1>+ ... + 17 =40 + 1995 = 2035
(10 mBojxu 1 1995 jenuawmIa);
eb=5ud=1, c=e=f=0,a=4,maje 4 +2°+.. 2+ 1>+ ... +1°=16+20
+ 1999 = 2035 (1 geTBOpKa, 5 MBOjKU B 1999 jenunnia);
eb=0ud=2 c=e=f=0,a=8 mjed +4*+ 1"+ ...+ 1> =32 +2003 =
2035 (2 gerBopke 1 2003 jequHuIa);

[TPOBJIEMUA 3A YBEXXBABABE

445. Bmana je Kynmo CBECKe IO IICHHW O] 7 IWHApa W OJIOBKE IO IeHU ox 4
IuHapa M 3a To notpomno 60 nuHapa. Konmko je Brmama kymuo oyioBku, a
KOJHKO CBECKH ?

446. W3znoc ox 2007 nunapa 1miaheH je HOBUaHUIIaMa oA 2 TWHApa U 5 AUHApa.
Konuko je xojux HoBuaHuna omio ?

447. Oppenutu cBe 1ene OpojeBe X U y TakBe 1a je 4x + 9y = 58.
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448. VY jemHom paspeny omio je 15 neBojunna u 18 neuaka. Kaxo hie onn mehy-
cobno momenuTH 1234 knmKepa Tako Ja CBU Jedalld J00Hjy jemHak Opoj
KJINKepa 1 CBE JeBOjUHIIe, Takohe, 100Hjy jemHak O6poj xkimkepa ?

449. Jlokasaru na ciieniehe jemHadnHe HEMA]y IET00POjHIX pelIeHha:
a) 3x+ 15y =2006;
b) 21x-35y =88;
c) 6x2-33y2 = 4444444,

450. OpnpenuTu jemHO pelICHE, a 3aTUM HANKCATH OIIITE pelleke cieaehnx
nuHeapHuX JunodaHTcKkuX jemHaunHa:

a) 3x-5y=77; b) 4x +11y=121; «¢) 7x- 100y =35.

451. Komwko mMa mapoBa MpHUPOAHUX OpojeBa (X, y) TaKBHX Ja BaXKH jeIHA-
KocT: 3x + 7y = 5557

452. OppenuTu cBe pUpOAHE OpOjeBe KOjU 3a10BOJbaBA]Y jeTHAUUHE:
a) x+2y+3z=25;
b) 2x + 3y + 4z = 36.
453. Oppenutu mpupoaHe OpojeBe X U y TaKo Ja je x2 + 4y2 =244,
454. Y ckymy npupoaHux OpojeBa peUIuTH jeTHAYNHY: 5%2 + 3y2 = 1033

455. Pacnonaxe ce cymoBuma o 2 u 7 nutapa. Ha konmko HagmHa ce momohy
JaTHX CyJOBa MOXKE HamyHHTU Oype uuja je 3anpemuHa 1234 mutpa. Koju je
HajOp’KH, a KOjHU je HajCTIOpHjU HAUKH J1a c€ TO ypaiu ?

456. JloxazaTh ma ce KOIKa ca MBHLIOM AyxuHe 13 moxe ucehm Ha 1995
MamHX KOIKH ca uBHuIama ayxuHe 1, 2 wim 3. Komuko ce mpu ToM mobuja
KOIIKH YHja UBHIIA UMa TyXKUHY 37

SAJALIA CA MATEMATHUUYKUX TAKMHUYEBA

457. JlokazaTH Aa 3a CBaku 1eo Opoj a M cBaku 1eo Opoj b cuctem jenHaunHa
X+y+2z+2t=a u 2x—2y +z—t=Db uMa pemiewne y CKyIy Leiaux opojesa.
(Mabhapcka — 1926.)

458. Paznomax % NPEACTaBUTH Kao 30Up TPH pas3sioMKa YHjH Cy U OpOjHOLH

¥ HIMEHHONH jemHormbpenn 6pojesn. (Cpouja 1969.)*

* " OBo je npBu mpobIeM KOjH ce cBOM Ha J{HOpaHTOBY jeAHAYMHY KOjH CE T0jaBHO HA

MaTEMAaTUIKUM TaKMUYCHUMaA Y HaH.IOj 3CMJbH.
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459. Oppenutu Tporudpenu Opoj duje ¢y cBe Hudpe pazauuuTe O HyNe, a
30Mp CBUX Pa3IMYUTHX IBOIMGPEHUX OpojeBa cacTaBJbeHHMX OX ItMdapa OBOT
Opoja jennax je ToM 6pojy. (Cpbuja 1979.)

460. Heka cy n u x mpupogHu OpojeBu. AKO ce ca p, 03Ha4u Opoj HEeHeraTu-

BHHX IIEJIUX pelllerha jeqHadnte kX + (K + 1)y = n — k + 1, uspadyHata cymy
p1+ P2+ ... + Pus1- (COPJ 1978.)

461. Ha xonmko HauuHa ce Opoj 1984 moxke mpencTaBUTH Kao 30up y3acTo-
ITHUX MPUPOTHUX OpojeBa u Koju ¢y To OpojeBu. (Cpouja 1984.)

462. Opmpenutn mecrorudper 6poj uuju mpomsBoau ca 2, ca 3, ca 4, caSuca
6 mpecTaBibjy Takohe mectonudpere OpojeBe KOju ce MUY y HCTHM udpama
Kao u TpakeHu O0poj. (Cpbuja - 1990.)

463. Kouka uBuue 13 cm uceuyena je Ha 1994 mame Kolke ca IeT00pOjHOM
oyxuHoMm uBHna. Konwke cy numensuje H0OWjeHHX KOLKH M KOJHMKO KOjUX
kxo1rku uma? (CPJ - 1994.)

464. Ogmpenutu cBe TpouudpeHe OpojeBe koju cy 15 myra Behm om 30mpa
cBojux mudapa (Cpbuja - 1995.)

465. Y cobu ce Hamaze cronuiie ca 3 u ca 4 Hore. Kaja Ha cBe CTONHUIE CENHY
JbyIH, y cobu je ykymHo 69 Hory. Konmko y cobu nMa ctonuia ca 3, a KOJIUKO
ca 4 vore? (Cpowmja - 1995.)

466. Yuenuk TpeOa na pemm 20 3amaTaka. 3a CBakO TA4HO pelleme no0Hja 8
MOEHa, 332 HEeTauyHO pelIele My ce OAy3uMa 5 TOoeHa, a 3aJaTak KOju HUje
pemaBao ce He 0oyje. YueHuk je cakynuo 13 moena. Konmko 3aaTaka je TaqaHo
peumo? (CPJ —1995.)

467. Oppenu KOJMKO MapoBa MPUPOAHUX OpojeBa (X,Y) 3a10BOJbABA jEAHAUNHY
3x + 8y = 1996. (Cpbuja — 1996.)

468. VY xoopamnatHoj xOy paBHHU naTa je Taya M ca koopauHatama (5, 3).
Kpo3 tauky M KOHCTpyHCaHa je mpaBa p Koja KOOpAMHATHE OCe ceue y TauyKama
A (a, 0) u B (0, b). Onpenutu cBe BpeIHOCTH a M b Tako aa ¢y ¥ a U b mpupoaHu
opojesu. (Cpouja — 1997.)

469. Axo ce mmehy mmdapa aBOLUpPEHOT MPUPOAHOT Opoja Hamuile Hyja
nobuja ce Opoj xoju je 9 myra Behu ox mator. Oxpenutu o kojuM OpojeBuMa je
ped ? (Cpbwuja - 1998.)

470. VY xOy xoopauHATHO] paBHHU Aara je mpaBa 4x + 7y = 1998. Kommko
Tayaka Ha JaToj MpaBoj UMajy 00e KOOpIHUHATE 1IeJI00POjHE M IPHITAIajy MTPBOM
KBaJpaHTy KoopauHaTHe paBHH ? (Cpbuja — 1998.)
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I[TPOBJIEMUA 3A UCTPAXKNBAKE

471. Ha cxinaammTy ce Hama3e eKCepH yIakoBaHM y caHmyke o 16, 17 wim 40
kunorpama. Kako, He otBapajyhu canmyke kymiy ucrnopydutd tagHo 100 kg
ekecepa ?

472. Ilpema ucroumaukoj 6ajku "lexepezana” (u3 30upke "lIpuue u3 xuspary
u jemne mohwu"), meBojka Illexepezama je w3 Hohm y HOh mpuuama mohHOM
cyataHy no 3 win no 5 0ajku. 3a KOJNMKO je HajBHIIe HONM MOIJa J1a UCIpruYa
1001 nmpuuy ? 3a konuko je Hohu HajOp>ke To Moruia Aa yuuHu ? Konuko pa3Hux
KOMOWHAITM]a 32 HCKa3WBambe¢ CBUX IPHYa MOCTOjH ?

473. Komnuko pemiema y CKyly OpUpOIHUX OpojeBa MMa jeqHadrHa ax + by =
¢, TIle Cy a U b y3ajaMHO TIPOCTH IIeH OpojeBH?
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7. JEJHOCTABHUIJE KBAJIPATHE
JTNODPAHTOBE JEJHAUYMHE

7.1. JIMOD®PAHTOBA JEJIHAYMHA
xy=n (ne€ N)

HduodantoBa jemHaunHa Xy = n (n€N) umMa yBEeK pelIelma y CKYyILy
NpUPOAHUX (a U Lenux) OpojeBa U HEHO pelllaBame HUje MpodiieM, jep ce CBOIH
Ha oapehuBame cBUX YnHMIANa O6poja n. 3ato he ce oBo pazmarpame OIHOCUTH
Ha ozapehuBame Opoja pemema jenHaunHe xy = n (neN), jep ce mozen
onpehuBama Opoja pemiema BehnHe jenHauMHA 3acHMBAa Ha MOJAETY IMpeOpo-
jaBamsa Opoja perema yIpaBo OBE jeTHAUNHE.

IIPUMEP 97. Konuko pewerba (x, y) uma jeOnauuna xy = p", ako cy x, y
U n nPUPOOHU, a p NPocm OPoj.

PEIIEWE: Jemnuu nemuorm 6poja p" cy 1, p, p°, p’, ... , p" ma mara
jemHaumHa MMa n + | pemieme, jep X y3uMma cBe BpeaHOCTH ox 1 1o p", a'y
n

BpPEJIHOCTH P LA
X

[PUMEP 98. Axojen = p;*I p,%2... p% kamnoncxu obnux npupoonoz
bpoja onoa je bpoj pewerva jeonauune /fuogpanmose jeOnauune xy = n 'y cKyny
npupoonux opojeea r = (o; +1)( oy +1)-...-(oy +1).

PEIIEWE: Bpoj x Moxe OMTH Ma KOjU JeIWiall MPUPOJHOT Opoja n.
Kako n mma Tauno (0t; +1)(0ty +1)-...-(0ly +1) nmemmmama TO jemHaumHa
Xy = N, y CKyIly IpHpOAHHX OpojeBa mma T = (0l +1)(0ly +1)-...-(0ty +1)
petiema. ¢

HIPUMEP 99. Oopeoumu Hajmarsu npupooar 6poj n, mako 0a jeOHavuna
xy = numa 10 pewerva.

PEHIEBE: Kako je 1 = (0] +1)(0tp +1)-...-(0t +1) = 10, T0 mocTojn
HEKOJIMKO MOTYNHOCTH:
D) ou+1=10,0b+1=03+1=...=0+1=1.Tagajen=2"=512.

2) ou+l=50+1=203+1=..=0,+1=1.Tagajen=2"3=48.
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3) ou+l=2,0b+1=503+1=..=0,+1=1.Tamajen=23"=162.
4) oy+1=1,0+1=10,05+1=..=0+1=1.Tagajen=3",

Hajmamu TakaB npupoaan Opoj je n = 48.

THIPUMEP 100. Konuxo ypehenux mpojku (x, y, z) npupoorux 6pojesa x,
¥ U 7 3a0060/6a6a jeOHauuny xyz = 12.

PEIIEE: Axo je x = 1, onga je yz = 12 = 2°.3, na jennauuna uma 3-2 =
6 pemema. Ako je X = 2, oHaa je yz = 6 = 2.3, ma jenHaunmHa uma 2-2 = 4
pemema. Y ciydajy x = 3, yz = 4 = 2%, na jenqHaunHa uMa 3 pemremba. YKOIMKO
jex=4wm x =6, Tana je yz = 3 0gHOCHO yz = 2, 11a jeHaYNHA UMa 110 2
pemema. M Ha kpajy, ako je X = 12, oHma je yz = 1, ma jegHaumaa uma 1
pememe. JeqHadnHa uMa yKymHo 6 + 4 + 3 + 2 + 2 + 1 = 18 pemema.

[IPUMEP 101. Konuko pewera y ckyny npupoouux 6pojesa uma
Jjeonauuna xyz = p", axo je p npocm, a n npupooar 6poj.

PEIIEBE: Ako je x = 1, oHia je yz = p" © jegHaunHa uma n + 1
penreme. YKOIMKO je X = p, oHla je yz = p”' M jeJHaulHa MMa N pemreme. AKO
je x =p’, onga je yz = p™* u jensaumna uMa n - | pemesse, ... Ykomuko je X = p”
oHJa je yz = |1 W jenHaunHa uma | pememe. Jlakne, ykynHo uma 1+ 2 + ... +

+ D(n+2
n—1+n+n+1:w pelema.

2

[TPOBJIEMHA 3A YBEXKBABAIGE

474. Konuko pemema y CKyIly NPUPOAHUX OpojeBa UMa jeAHAYrHA XY = pq aKo
Cy p u q ipoctu OpojeBu?

475. Konuko pemiema y CKyIly NPUPOAHUX OpojeBa MMa jelHauuHa XyZ = pqr
aKko ¢y p, q U r IpocT 6pojeu?

7.2. INO®AHTOBA JEJHAUMHA

Xz—yzzn(ne N)

JlnohaHToBa jeHAUMHA X — y° =N, TI€ Cy X, Y ¥ Nl IPUPOIHH OPOjeBH, je
BeoOMa MHTEPECAHTHA 3a aHAIM3Y, jep C€ 3a CBaKH NPHPOJAH Opoj n jeqHaAYHHA
Jako pemiaBa kopuinhemeM npousBona. MehyTum, mpe ommrer pasMaTtparma
Opoja pemema OBE jeNHAYWHE, Tpeda TOTVIeJaTH HEKOJIUKO KOHKPETHUX
npumepa.
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HIPUMEP 102. O0dpedumu KOIuKo peuterbd y CKyny npupooHux opojesa
umajy jeonauumne :a)x' —y' =24 ;b) X’ —=y* =18; ¢) x’ =y’ = 25.

PEIIEWE: a) Kakojex -y’ =(x—y)(x+y)=24=124=2.12=38=
4.6 1 Kako Cy OpOjeBH X - Y U X + y HCTE IMapHOCTH, TO y 003UpP 1q0J1a3e caMo
KoMOMHanuje X + y =12, Xx—y=2, wm X +y = 6, X — y = 4, ma cy peliema aate
jemHaunne (x,y) =(7,5) wm (x,y) = (5, 1).

b) Connuno u3 x° — y2 =xX-y)EE+y)=18=1-18=2.9 =3-6 cmequ na
JlaTa jeJHaYMHa HEeMa pelleha, jep He MOCTOjH HHjeIHa KOMOWHAITHja TaKkBa Ja
Ccy OpOjeBH X - Y M X + Y HCTE IMapHOCTH.

¢) Kako je x? - y2 =X -y)x+y)=25=125=5-5u xako cy OpojeBu
X -y H X + Yy HUCTe MApHOCTH, TO y 003Up A0na3e KoMOMWHAIMja X + y = 25,
x—-y=1l,mmx+y=5,x—y=>5, 11aje jeANHO pelIeme JaTe jeAHaYnHE (X, Y)
= (13, 12), jep apyra xomOuHaIMja naje pememne (X, y) = (5, 0) koje He oarosapa
yCJIOBHMA 3a/1aTKa, 3aTO IITO Y HHjE MPUPOJIaH Opoj.

AKO je KaHOHCKH o6MuK mpupoHor 6poja n = 2% .p,*2 .p*3 . .p, %k
OHJIA jefHAunHa X* — y* = (X + y)(X — Y) = Nl UMa pelliemha ako Cy 6pojeBr X + y U
X — Y HCTe MAapHOCTH, a TO 3Ha4M 00a MapHa uik 00a HermapHa.

Bpoj n= 2% .p,%*2 . .p % uma ykymHO S = (0 + 1)(0% + 1)...(0t + 1)
nenunarna, on kojux ¢y N = (0 + 1)(03 + 1) ... (0 + 1) Henapuu. [lakne 6poj
napHux nenmnana je P = (o) + 1)(o + 1) ...(0 + 1) - (0 + 1)(03 + 1) ... (0 + 1)
=a(0 + 1) ... (0 + 1). IlITa ce nemaga ca pememuMa JIaTe jeTHAYNHE 32 Pa3HE
BpeaHOCTH Opoja o HajOoJbe WITyCTpYje cienehu mpumep

[PUMEP 103. Axo je npupodan 6poj n = 2% p,%2 ... p,% | onoa je
6poj pewera keadpammue Juodanmose jeOmauumne x° — y° = n y ckyny
la—1](ay+1)-...(a+1) |

npupooHux bpojesa jeOnax r = P

Joxa3z: Paznukyjy ce Tpu cimydaja:

1) Ako je oy = 0, onga je O6poj n Hemapan u P = 0, ma cy cBu genuonu
6poja n HemapHu u uMa ux Tauno N. Tazxa je 6poj peurema jeaHadnHe X° — y° =
n jegHak Opojy mapoBa (X + VY, X —y) a OH je jeIHaK MOJIOBUHU YKYITHOT Opoja
JIeTuIIana, jep je X + y > X - y B CBaku 0poj X + y WMa CBOj KOMIUIEMEHTapaH

JeJuIang =X-Yy.

X+y

¥ [x] je o3naxa 3a Hajsehu 1eo 6poj koju Huje Behu o1 Gpoja X.
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Kako N moxe O6utn nmapat (ako n HYje MOTITYH KBaJpar), ajld U HemapaH
0poj (ako je n MOTIMyH KBagpaT), TO 3 MoKe OuTH mpupodaH Opoj, anu U He

Mopa GutH. 3aTo je Gpoj pellema jeIHAYMHE X° — y° = N y OBOM CIIy4ajy

e P} _ [(a2+1)(a3+1)-...-(ak+1)

},jepxaﬂajexz—f:n:mz, map X +

2 2

y = X — y = m oTnaja, nomTto he taga BpegHoct y outn 0. Kako je |0c1 -1 |= |0
1l=1roje re Pal 1[0ty +1) (0t +1)-...r (0 +1) }
) .

2) Axoje oy = 1, oama je n = 2(2m + 1), 1j 6poj n je mapaH, anu HHje
nepuB ca 4. Taga je P = N = (0 + 1)(03 + 1) ... (0 + 1) u Tama, cBaku napan
JISAIAl] IMa CBOj KOMILIEMEHTapaH HemapaH fenuiain (1 oOpHyTo). To 3HaUH
Ja OpojeBM X + y W X — y HHKaJa HUCY WCTE MapHOCTH, IITO HCTOBPEMEHO
3HAYM [a jedHAYNHA X° — y> = Ny OBOM CIIy4ajy Hema pemrersa, Tj. 1 = 0. Kako

ot = 1|0ty +1) (03 +1)-..r (0 +1) } .

je|0c1—1|=|l—l|=0, TO je r={ 5

3) Ako je o = 2, oHIa je n Opoj Koju je nesbuB ca 4 U Opoj MapHHX
nemunana P = oy(0p + 1)...(o+ 1) je Behe om N = (0, + 1)(03 + 1) ... (0 + 1).
Tama cBaku HemapaH JENWIAll UMa CBOj KOMIUICMEHTAPHU MMApHU JICTIIAIl U Y
THM CIydajeBHMa jeJHAYMHA X — y° = N HEeMa pelieba, jep ¢y OpojeBH X + y u
X — Y pa3IMuuTe MapHOCTH. JeTHAUMHA Ma Pellieha CaMo Kaja Cy OpojeBH X + y
U X — y o0a mapam. Taksux gemmmara mmMa P - N = oy(o, + 1) ..
O+ 1) -0+ D3+ 1) ... (0 + 1) = (0 - 1)(0p + 1) ... (0 + 1). Bpoj perema
je jemHak Opojy mapoBa (X + y, X — y) KOju Cy ucte napHoctu (06a nmapHa). Taga
jer= {P - N} _ {(ocl—l)(otz +21)~...-(0ck+1)

} , TIpU 4eMy ce 1Ie0 Je0 y3uMma

jep m y OBOM ciy4dajy Opoj menmwmmara MOXKe OWTH TapaH (ako n HHje

NOTIYH KBaJpar), aju U HemapaH Opoj (ako je n moTmyH kBagpaT). Kako je o

Behe om 1, 10 je oy — 1 = |0L1 - 1|, ma je Opoj pemema nare jeaHAYNHE
r_[|ocl—1|(oc2+1)(oc3+1)~...~(ock+1)} o
5 .

Crnenehu mpumep mokasyje Kako ¢popMmyna gata y HpeTXOJHOj TEOPEMH.
“pamm” 3a pa3He CIy4ajeBe.
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HIPUMEP 104. Oo0pedumu Koauxo pewierba y CKyny npupoonux opojesa
umajy jeonauumne : a)x’ —y* =45;: b) ¥’ =y’ =225; ¢) X’ =)’ = 34.

PEIIEHE: a) Kako je 45 = 2°3°5', 10 je 6poj pemema jeaHaumHe
0-12+D-(A+D) | [3.2
r = = = 3.
2 2

b) Kako je 225 = 2°3?5%, 1o je Gpoj pemera 1 = { >

7]

¢) Kakoje34= 2'17", 10 je 6poj pemema 1 = {

|0—1|(2+1)(2+1)} B

|1—1|;1+1)} o

[TPOBJIEMHA 3A YBEXXBABAGE

476. Axo je x mpupomaH Opoj, oHIa jeqHaumHa X — y° = 25, nMa {%}

pelema y CKyIy NpupoaHUX OpojeBa.

477. Axo je p Hemapal IPOCT 6pOj, OHJA jeAHAYMHA X  — y° = p, MMa CaMO
JEIHO peleme y CKyIy NpupoaHux Opojesa. JJokazaru.

478. Ogpenuti mpUpoaH 6poj n, Tako Aa jexHaumHe X- — y© = 2" nma 2006
periema y CKyIy IPUPOTHUX OpojeBa.

479. Tlocroju au npuponaH Gpoj n, TakaB a jexHadHHA X- — y> = 36" uma 49
peliema y CKymy npupoaHux Opojesa.

480. JlokasaTu jna jenHaumHa X° —y = 7" HMa 3a CBaKM IPHPOJAH Gpoj N,
BHIIIE PEIICH-a HEro jeIHadnHa X- — y~ = 2",

481. Ogpenuté mpupomaH Opoj n, Tako na jeaHadnmHe X° — y° = 200 wu
x* — y* = 4" uMajy jeqnak 6poj pelrema y CKyIy mPUPOIHHX OpojeBa.

ITPOBJIEMU 3A UCTPAKMBAIGE

482. Ako je p HemapaH IpocT 6poj, OHA jeqHAUNHA X — y© = p, THe je K HeKH

. k+1 .
npupoaaH Opoj, uma T pelema y CKyIy MpupoaHux OpojeBa. Jlokazaru.
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483. Axo je kaHoHCKH 061K Gpoja n = 2% p,*2 .p, *k oHna je 6poj pemema
jenmaumne X* — y* = n y cKymy Ieiux 6pojesa r = 2| o -1 | (0 +1) .- (oy +1) .

484. bBpoj perera jeaHaYNHE X° — y* = N 'y CKyITy [EIHX OpojeBa je yBek mapas
6poj. JlokazaTu.

7.3. JUO®AHTOBA JEJHAUYMHA
xX*+y°=n (ne N)

Kox jennaunne x” +y’ =n Huje Moryhe, Kao KOJ MpeTXOHA JBA THIIA
jeIHaYMHA eKCIUIMIUTHO M3BecTu GopmMyny 3a onpehuBame Opoja peiema, anu
y epH padyHapa 3a TO BEPOBATHO M HeMa motpebe. AKO jeqHaunHa X° + Y = n
y CKymy Lenux OpojeBa uUMa peliewme, Opoj peliema je KOoHadaH, jep je
|x | < \/; u |y | < \/; . 3aro je kox oBe jenHaunHe Beha moTpeda yTBphHBame
er3UCTEHIMje peIIckha, jep C€ CIMMHUHAIMjOM OHHX jeJHAYMHA Koje HeMajy
pelema y MHOTOME [T0Cao OJIaKIaBa.

AHAJIH30M HEKOIHKO MPBUX NPHPOAHUX Opojesa ( 17+ 07 =1, 17 + 1> =2,
2240%°=4,2+1*=5, 22+2*=8, 32+ 0*=9, 3+ 1*=10, 3*+2* =13, ...),
youaBa c€¢ [ia jeqHaYMHA MMa peIcHa 3a HEKe BPENHOCTH Opoja n KOju je
obmmka 4k, 4k + 1, 4k + 2. Mehyrum, jeqHaunHe x> + y2 =3, x>+ y2 =1,
x> +y’ =11 ..yomure X° + y* = n = 4k + 3 HeMajy peleme, jep u3pas X° + y~
mpu nejberby ca 4 Moxe mMmatm camo ocratke 0, 1, 2. 3aro ce moxe
tdbopmynucatu cneaehe TBpheme:

IIPUMEP 105. Akoje n =4k + 3 (k € 2), onda jeonauuna x° +y’ =n
Hema pewierba y cKyny yeaux opojesa. Jlokazamu.

PEHIEWE: Kaxo je 4k + 3 Henapan 0poj, To je jenan ox OpojeBa X Uy
napas, a Apyrd Hemapad. Hexa je x =2m,a y=2p + 1. Tamaje X + y° =
4m’ + 4p” + 4p + 1 = 4k + 3. Crneqw z1a je 4 (m” + p° + p) = 4k + 2. Kako je neBa
CTpaHa jeJIHAKOCTH JieJbHBa ca 4, a JIcCHa HUje, TO jeIHAYMHA HeMa pelema. O

MelyTumM, MoXke ce JoKa3aTH U OIIITHjE TBpheme.
IIPUMEP 106. Axo je n = 2"(4m + 3), onoa jeonauuna ¥ +y =n

HeMa peuierba y CKyny yeaux opojesa, npu yemy ¢y K u m HeHe2amueHu yeiu
bpojesu.

PEHIEWE: Pa3nuxyjy ce Tpu ciyuaja:
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1) Axo je x =0, oHza ce mpobieM cBoau Ha mpumep 112.

2) Akojek=1,0Hmaje X’ +y =n=8m+ 6, 1a cy X ¥ y uim 0ba
napHa wim 00a HemapHa. Ako cy o0a mapHa, OHJa je 30up HUXOBUX KBajpara
JIeJbUB ca 4, MTO y OBOM CJIy4ajy OUMIIIeTHO HHUje. AKO ¢y 00a HemapHa OHAa je
x=2p+1l,ay=2q+ 1, mjex’+y’ =4p +4p+ 1 +4q° +4q+1=8m+6.
Cremn naje 4(p” +p +q° + q) = 8m + 4, a ne/sermeM ca 4 ce mobuja p(p + 1) +
q(@ + 1) = 2m + 1. Kako je meBa cTpaHa jegHakoCTH mapHa (300r 30mpa
MPOM3BO/IA TI0 J[Ba y3acTOMHa Opoja), a JECHAa HEeMapHa, TO jeJHAaYMHA HeMa

pelemna.

2] w2

3) Akoje K =2 OHIAa Ceé CMEHOM X = a,y= " (aubcy
MPUPOJIHU OpOjeBH) jeHAYMHA CBOJM HA jeJlaH OJ] NMPETXOJHA J[Ba CiIy4aja

(IpBH, aKo je K mapaH U APYTH CIIydaj aKko je K Hemapas 0poj). ¢
Jaxkne, cana ce 3Ha Ja jeJHAYMHA x> + y2 =n 3a ne{3,7,11, ... 6, 14,

22,...12,28,44,60, ...}, 1) zan= 2k(4m + 3) (k e N,, m € N) Hema peuiema y
CKyIly Leux OpojeBa.

Kaxko 6pojeBa obmmka 2%(4m + 3) (k eN,, m € N) uma 6eckoHauHO, 6e3
JI0OKa3a Ce MOXKE KOHCTaTOBaTH Jia je HEMOCpPEAHa IOCASAMIA IPETXOAHOT
pa3MaTpama:

HIPUMEP 107. Ilocmoju b6eckonauHo MHO20 NpupoOHux Opojesa n 3a
Koje jednauuna x° + Y’ = n nema pewiersa y ckyny yenux 6pojesd.

MelhyTuM, BaXHO je UCIHMTATH W Jla I U KajJa JaTa jeJHauYnHA HMa
peniema.
HIPUMEP 108. Ilocmoju 6eckonauno MHO20 npupooHux opojesa n 3a
Koje jeOnauuna X° +y’ = n uma peuwera y ckyny npupoouux 6pojesa.
PEIIEWKE: Ako je n = 25%° (x eN), onna je x = 3k, y = 4K jemHo
pelere jenHaunne X° + y© = 25K°, 4MMe je 10Ka3 3aBpuieH. O

MelyTim, MOry ce M3BECTH U ONIITHjH JoKa3u. Ha mpumMep, ako je n = k°
(ke N, k > 5) onza ce no6uja “ITuTaropuHa” jeHaunHa X° + y° = K, I1a Cy HeHa
pemema X =2pq, y=p - gL k=p +q> (p>q; (p,q) =1 ; p u q cy pasnuunre
NapHOCTH), 0 ueMy he yckopo OuTH peun.

ITPOBJIEMU 3A YBEXBABAIGE

485. IlocTojm OGeckOHAYHO MHOTO TMPUPOTHUX OpojeBa n 00iMKa 4K 3a Koje
jenHaumHa X° +y’=n HeMa pelera y CKyMmy NPHPOIHHX Gpojesa.
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486. IlocToju 6eckoHAYHO MHOTO PHUPOIHUX OpojeBa n obmmka 4k (k € N) 3a
KOje jefiHauMHa X° +y> =N MMa pellerha y CKyIy MPUPOIHUX GpojeBa.

487. IlocTtoju OeckOHaYHO MHOTO MPUPOTHUX OpojeBa n obmuka 4k + 1 (k € N)
3a Koje jelHauMHA X° + Yy’ =N HEMa pelliera Y CKyIy MPHPOIHUX Gpojesa.

488. IlocTtoju OeckoHaYHO MHOTO MPUPOTHUX OpojeBa n obmuka 4k + 1 (k € N)
3a Koje jelHauMHA X° + Y’ =N HMa pellieka Y CKyIy IPUPOIHUX Gpojera.

489. Iloctoju 6eckoHaYHO MHOTO MPUPOAHUX OpojeBa n oonuka 4k + 2 (k € N)
3a Koje jelHauMHA X° + Yy’ =N HEeMa pellierha Y CKyIy IPHPOIHUX Gpojesa.

490. Iloctoju 6eckoHaYHO MHOTO MPUPOAHUX OpojeBa n oonuka 4k + 2 (k € N)
3a Koje jeHaYMHA X  +y° =N HMa pellierha y CKyITy IIPHPOIHUX 6pojeBa.

491. JlokasaTu jia jeqHaunHE X°+y° =n ¥ X°+y =2n (ne N) uMajy jeqnax
Opoj pelema y CKyIry Iesmx Opojena.

7.4. ITMODAHTOBA JEJIHAUYMHA
x2+y2+22=n (ne N)

JenHauuna oBor o6mKa je Beh 6ua npeaMer pasmarpama.”’ U3 mpumepa
36. ciequ 1a jeqHaunHA X + Y- + Z° = N HeMa pellierha aKko je n obmuka 8k — 1,
Tj. HUjenaH mpupodaH Opoj obnmuka 8k — 1 ce He MoOKe MpHKa3aTh Kao 30up
KBaJpaTa Tpu 1eja Opoja.

Ocraje ma ce TpuKake jemaH oa MOryhnx HauymHa 3a pelraBamba
JlnodanToe jequaunne x°+y +2z° =n (n# 8k — 1).

I[IPUMEP 109. Oopedumu yene bpojese x, y, z maxse 0a je x* +y* + z* =
2005.

PEIIEWE: JacHo je ma cy mBa onm TpakeHWX OpojeBa X, y, z TapHH, a
tpehy Hemapan. Hekaje x =2a,y=2b uz=2z+ 1. Tamaje X’ +y’ + z = 4a’ +
4b% + 4c* + 4c + 1 = 2005. Tamom TpanchopmarmjoM 106uja ce a’ + b> + c(c +
1) = 501. Kaxo je c(c + 1) mapan 6poj, To a’+b> Mopa 6uTH HemapaH 6poj, na je
jeman ox OpojeBa a U b mapas, a mpyru Henapan. [lakne,a=2d ub=2e + 1, ma
ce nobwuja jeqHaKoCT Ad* + 4¢€” + 4e + c(c + 1) = 500. Ounrnenso jemac(c+1)
MOpa OWTH IEJBHUBO ca 4.

Jloma Tabmuia mpukasyje Moryhe Bpeamocts 3a c(c + 1) m a’+b*. Kao
MOTEHIIMjaIHA pelliekha eIMMUHHALIEMO BPEAHOCTH c(C + 1) Koje HUCY JeJbUBe ca
4 (xomenTap 1) u BpegHOCTH a’+b” KOje Kao (akTop MMajy 6poj o6muKa 4k+3 Ha
HEMapHOM CTeIeHy (KOMeHTap 2):

26 Bunerun npumepe 30. u 37.
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c c(c+l) a’+b’ Kowm. 1 Kom. 2
0 0 501 - -

1 2 499 -

2 6 495 -

3 12 489 + -

4 20 481 + 20% + 9?
5 30 471 - -

6 42 459 - -

7 56 445 + 21% +2°
8 72 429 + -

9 90 411 - -

10 110 391 -

11 132 369 + 122 +15°
12 156 345 + -

13 182 319 -

14 210 291 - -

15 240 261 + -

16 272 229 + 152+ 2?
17 306 195 - -

18 342 159 - -

19 380 121 + 117 + 0
20 420 81 + 9> + 0
21 462 39 - -

U3 Tabene je jacHO na nara jeqHauMHAa UMa 6 peliema y CKYIy LEIHX

HEHEraTUBHUX OpojeBa. Ilpm TOM cBako pememe, 300 CHMETPUIHOCTH

jeIHa4ynHe, MoApa3yMeBa U CBe mepMmyTanuje qooujenux opojeBa. To 3Haum na
HapeaHa TabnauIa caipKd caMO IOYETHY NEpPMyTalldjy, a Ja ce ocTajie 300r

YYUELEHE HAIOMEHE MOJIPa3yMeBa;jy:

a b c X y z X +y +7°

20 9 4 40 18 9 1600 + 324 + 81 = 2005
21 2 7 42 4 15 1764 + 16 + 225 = 2005
15 12 11 30 24 23 900 + 576 + 529 = 2005
15 2 16 30 4 33 900 + 16 + 1089 = 2005
11 0 19 22 0 39 484 + 0 + 1521 = 2005
9 0 20 18 0 41 324 + 0 + 1681 = 2005
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Moxe ce 3ama3utu ma ¢y mehy moOwjeHmM periemnMa W jeIrHa JBa
peliema jeJHaunHe X2+ y2 =2005 ((22, 39), (18, 41)), ka0 u Ja ce MPBO PELICHE
jemnaumne 40° + 9% + 18> = 417 + 18% = 2005 y crBapu TpaHchOpMHIIE H3
pemema (18, 41).

[TPOBJIEMHA 3A YBEXKBABAGE

492. Jla mu jenmaumHa X° + y° + z° = 2006 MMa peliema y CKyMy LeTHX
OpojeBa?.

493. JlokasaT na jeaHadmHa X° + 2y° + 3z° = 2007 uUMa pemiebe y CKyIy
neaux opojeBa?

494. Jlokasaru J1a 3a CBaKW MPHUPOAaH Opoj n MOCTOje MPUPOTHN OPOjeBH X, Y U
ZTakBH Daje X" +y —Z° =n.

7.5. JETHAUMHA X, +X)" + ... +X. =1
(ne N,n >24)

dpanIyckn MaTeMaTHuap Jlarpamk’’ je J0Ka3ao a ce CBaKM TPUPOIaH
6poj n MoXe NpPUKAa3aTH Kao 30Mp KBajgpaTa dYeTHpH mena Opoja,” Tj. ma
JnodanToBa jemHauynHa X2 + x> + X35 + X4 = n uMma perieme 3a CBaKH
npupozaaH 6poj n.”

Jakme, ocraje ma ce ogpehyjy KOHKpETHE pENpEe3CHTANHje CBAKOT
NPUPOAHOT Opoja y BUAY 30Mpa 4yeTHpH KBajpaTta U mpedpojaBa KOJIMKO TaKBUX
penpe3eHTaiuja nocToju.

HIPUMEP 110. Bpoj 2005 npukazamu kao 36up xeadpama wemupu yeia
bpoja Ha bap jedar 00 mocyhux Hawuna.

PEIIEBE: M3 nperxogHor mnpuMepa MOXE €€ HalpaBUTH HEKOJIHKO
TaKBUX pelpe3eHTalnuja, 0e3 amMOuIuje Ja cy TO M CBE pelpe3eHTauyje, Mpu
YyeMy ce pelpe3eHTalije He NIpaBe J01aBamkeM HyJa:

* Jlarpamx - J. L. Lagrange (1736 — 1813)

2 Jlokas ose Jlarpamkose Teopeme Buaern y [ 7.142.] - crp. 70-72.

% Y Besu ca oBUM Tpeba MOMeHyTH 1 Bapuuros mpo6nem koju je hopmymucar 1770.

ro/INHE, KOjHM je IMOCTaB/beHa XUII0Te3a J1a Ce CBaKU MPUPOJaH Op0j MOXKE HAIMCATH
Kao 30up 4 kBazapara, 30up 9 kybosa, 12 6pojeBa uerBpror creneHa... (Edvard
Waring 1734-1798, enrnecku mateMaTHdap)
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7. Jennocrapuuje kBazpatse Jluodanrtope jenuaunse — 7.4, [lnohanTosa jenHaunua X>+y*+z> = n

. 40° + 187 + 97 =247 + 327 + 18% + 9 = 2005 ;
. 42° + 42+ 157 =42 + 47+ 12° + 82 = 2005 ;
Crenehnx HEKOIMKO YeTBOPKH HUCY M3BEACHE M3 TPETXOTHOT MIPUMEPA:
. 447 + 8+ 2% +17=2005 ;
. 382 +23% 4+ 6% + 6% = 2005.
Jennaumna x12 + x22 + ...+ xK2 =n (k €N) je 3a k > 4, ca acrnekra
PEIIMBOCTH, Mambe¢ aTpaKTHBHA 3a WCTPaXKHUBAME, auu OW OMII0 WHTEPECAHTHO

UCTPaXUTH JIa JIX TIOCTOJU M KaKBa je 3aKOHUTOCT pacrojieliec Opoja perniema
JlaTe jeJHadYMHEe 3aBUCHO 011 Opoja n, Kao 1 Opoja cabmpaka K.

[TPOBJIEMUA 3A YBEXXBABABE

495. bpoj 981 npukazatu y o0IUKy 301pa YeTHPH KBaIparta.

SATALIA CA MATEMATHUUYKNX TAKMHNYEBA

496. Oppenutu cBa pasznarama Opoja 2001 y obamky 30mpa 1997 kBagpata
npupoanux opojesa (COPJ 1979.)

497. JlokazaTH Ja MOCTOju OECKOHAYHO MHOT'O TPOjKH y3aCTOIHUX MPUPOAHUX
6pojeBa 01 KOjUX je cBaKH 36Wp [Ba MOTIYHA KBagpata. (mpumep 72 = 6° + 6%
73 =8"+3%74=5"+7) (COPJ 1986.)
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8. IIMTATOPUHA JEMHAUMHA x*+y ' =7"

Jenan on Haj3aHMMIBMBHUjHX MpobiemMa TeopHje OpojeBa CBakako je
npobiem [Tutaropunnx 6pojesa, Tj. muTame pewmema [lutaropune Jnodpanrose
jemHaYnHe.

Iumazeopunum opojesuma unu Ilumazopunum mpojkama (x, y; z) Hazu-
8ajy ce npupoouu b6pojesu x, y u 7 Koju 3a0060masajy Iumaecopuny jeonauuny
Prf=2

Tpoyrao uuju cy mMepHU OpOjeBU CTpaHMLA X, Y U Z MPUPOJHH OpOjeBH
KOJH 33I0BOJbABAjy peanujy X> + y* = z” HasuBa ce I[Iutaropus Tpoyrao.™

HIPUMEP 111. Axo je (x, y; z) llumazopuna mpojka, onoa je u mpojka
(v, x; z) [lumacopuna mpojka.

PEIIEE: Ounrneano je 1a ako BakH ja je X° + y° = z°, OHJa BaXH U
y* + X° = 7z’, WTO 3HAYM A2 aKo je (X, y ; z) IluTaropuHa Tpojka OHZa je u
(v, x; z) Takohe [Iutaropuna Tpojka. A

HIPUMEP 112. Axo je (x, y; z) [lumacopuna mpojka, onoa je u (kx, Ky;
kz) maxohe [lumazopuna mpojka (x je npupooan 6poj).

PEIIEWE: Axo je (x,y; z) [Tutaropuna Tpojka, oHIa je X° + y* = Z°, anu
je oHIa u X+ sz2 = k’Zz%, WTo 3HAYM 1A jeu (Kx)2 + (Ky)2 = (KZ)Z. Hake,
(X, Ky; kz) je [lutaropuna Tpojka. A

HPUMEP 113. Ilumazopurux mpojku uma 6ecCKOHa4HO MHOZ2O.

PEHIEWE: Kako ce 3a cBaku npupoana 0poj k o [lutaropune Tpojke
(%, y; z) Mmoxe nobutn [Iutaropuna Tpojka (KX, Ky; Kz), jacHo je na caka [luta-
TOpPHHA TPOjKa TeHepHIle OeCKOHAYHO MHOTO HOBHX [IuTaropuHux Tpojku. A

Humazopmuna mpojka (x, y; z) je ocnosna Ilumazopuna mpojka, ako cy
npUpoOHU Opojesu X, y U Z y3ajamHo npoCmu.

Tako cy Iluraropune Tpojke (3, 4; 5), (12, 5, 13) u (20, 21, 29) ocHOBHE, a
(12, 16, 20), (24, 10, 26) u (40, 42, 58) usBencHe, jep Cy M00UjeHE O] OCHOBHUX
MHOXEHEeM ca 4, OJTHOCHO ca 2.

HIPUMEP 114. Axo je (x, y; z) ocnosna [lumazopuna mpojka, onoa cy x
Uy npupoOHU bpojesu pazruuume napHoCmu.

%" Ha ocrosy ITutaropusxe Teopeme TakaB TpOYrao je npaBoyriu. 3ato yoyayhe kamx

Ka)KeMO CTpaHHMIIa TPOYTJIa, OHJa MUCIMMO Ha BeHYy Ty>KHHY 1 HEMMEHYjeMO MEpHY
jemunuIty, Beh camo mepHH 6poj
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8. [luraropuna jenHaunHa x> +y* = z°

JOKA3: Ako cy x u y napau OpojeBu oHfia je x =2auny =2b (a, b € N).
Tana je NZD(X, y) = NZD(2a, 2b) = 2. To 3Hauu 1a X U y HUCY y3ajaMHO MPOCTH
jep umajy 3ajexauuku nenwnar sehu oy 1, ma oBa MmoryhHoct otmana.

Akocyx=2a+ 1uy=2b+ 1 (a, b e N) Hemapuu OpojeBu oHAA je
z mapan 6poj, z = 2¢ (c € N), ma ce u3 jennakoctu X° + y° = z°, moGuja
(2a+1)> + (2b+1)* = (2¢)* mnm 4a’ + 4a + 1 + 4b> + 4b + 1 = 4c%. Kaxko je ca
JISCHE CTpaHe jeTHAKOCTH Opoj KOju je NeJbuB ca 4, a ca JIeBe CTpaHe Opoj Koju
TIpH IeJbemY ca 4 maje ocTatak 2, TO jeqHaKOCT Hyje Moryha.

Haxie, X 1 'y He MOTY OUTH UCTE MAPHOCTH. A

U3 MNpETXOAHHUX MMpUMCpa CICANn:

HIPUMEP 115. Axo je (x, y; z) ocnoena I[lumacopuna mpojka, onoa je z
Henapau npupooar 6poj.

HIPUMEP 116. Tpojxa (x, y; z) je ochosna Ilumacopuna mpojka, axo u

. . . 2 2
Camo ako nocmoje npupoOHu 6pojesu m u n makeu oa je x = 2mn; y =m" —n" u

2 =m + n’, npu uemy je m >n, NZD (m, n) = 1 u m u n cy pazuuuume

naprocnmu.

PEIIEWE: Heka je x mapas, a y ¥ Z HeTTapHH WIAHOBU OCHOBHE ITuTaro-
puHe Tpojke (X, y; z). U3 jenmakoctn X’ +y =7z, cienmgajex =z -y =

(z+y)(z—-y). BpojeBu z+y=2a u z—y =2b cy napuu, na je x’ = 4ab.

Tpeba mokazaTu Aa Cy a U b y3ajaMHO TPOCTH. AKO C€ TPETIOCTABU
CyNpOTHO, Tj. A1a a U b nMajy 3ajemanuku aenwial d, oama je z + y = kd u
z—y=Id. Tagaje 2z=d(x + 1), a2y =d(k — 1), ma y u z HUCY y3ajMHO TIPOCTH,
IITO je Y CYIPOTHOCTH Ca MPETIOCTaBKOM Ja je (X, y; z) ocHOBHa [luraropuna
TpojKa.

Kako cy a u b y3ajamuo mpoctn, ma 61 x° = 4ab GHO MOTIYH KBagpat
Mopa 6uti a =m”> u b =n’. Tama je x> =4m’n’, ma je x = 2mn. Cuuno je
z+y=2m’uz-y=2n0°,1. y=m’-n’ u z=m’ + n’.

Jla 6u y 6uo mpupogan 6poj Mopa 6uti m” > n’, Tj. m > n. bpojesr m u n
MOpajy OWUTH y3ajaMHO MPOCTH, jep aKo OM MMaJH 3ajeHUYKH JIEHiall, OH/a
Ou Taj memmiall OWoO 3ajeIHWYKH M 33 X, y U Z. Ml Ha Kpajy m B n Mopajy OuTH
pa3IUYUTE MAPHOCTU jep OM y CYNpPOTHOM X, Y WM Z OWIM TapHU U HMalu
3ajeHUYKY Jenuian 2.

Tpeba jorn 10Ka3 U3BECTH y APYrOM CMepy Tj. Ja X = 2mn, y=m’—n’ u
z =m’ + n’ jecy enementu Ilutaropune tpojke. Kako je x* + y> = (2mn)* +
(m*-n%)’ =4m’n’ + m* - 2m’n” + n* = m* + 2m’n’ + n* = (M’ + 0> = 7.
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8. [luraropuna jenHaun#a x> +y* = z°

BpojeBn X, y U z Cy y3ajaMHO NPOCTH, jep Kaja Ou uMaliv 3ajeJHUYKA
Jlenunal, oHjaa O OH OMO 3ajeJHMYKHU JEIWIall ¥ 32 m U n, mTo Huje Moryhe,
jep cy m ¥ n y3ajaMHO mpocTu. A

[IpeTxomam mpuMep jacHO TOKa3yje Ja ako m U N HCIyHaBajy 3amaTe
ycioBe, oHIa ce mobuja ocHoBHA [luTtaropuna Tpojka. Ha mpumep ako je m = 3,
an=2,oHaajex =12, y=5uz=13. MehyTum, BaXKHO je HATIOMEHYTHU /2 aKO
m ¥ N HE UCITyHaBajy JaTe yCclIoBe, onet ce noduja [Iuraroprna Tpojka, ayd oHa
HHje ocHOBHA. Tako ce3am=4un=2 nodujax=16,y=12 u z=20.

Crneneha Tabenma mokasyje Kako M00HjeHO omIITe perieme Iluraropmae
jeIHaYMHE TeHepuUIlie HeKe OCHOBHE U u3Be/eHe [lutaropune Tpojke:

OcHoBHE
[utaro W3ssenene Iluraropune
pHHE :
TPOjKe Tpojke
K=2 k=3
m n X y 7

X y zZ X y A

4 1 3| 5| 8|6 10|12 9]15

12 5 13 24 10 26 36 15 39
8 15 17 16 30 34 24 45 51
24 7 25 48 14 50 72 21 75
20 21 29 40 42 58 60 63 &7
40 9 41 80 18 82 | 120 | 27 | 123
12 35 37 24 70 74 36 | 105 | 111
60 11 61 | 120 | 22 | 122 | 180 | 33 | 183
28 45 53 56 90 | 106 | 84 | 135 | 159
56 33 65 | 112 | 66 | 130 | 168 | 99 | 195
84 13 85 | 168 | 26 | 170 | 252 | 39 | 255
16 63 65 32 | 126 | 130 | 48 | 189 | 195
16 55 73 32 | 110 | 146 | 48 | 165 | 219

PR RN RN RS - Y E-Y RN R B N B N (R3O A N Y
Wl=la|lsr|lvw]|lu|l =] sl =0~

[IpeTxomHa TeopemMa ce MOXe JTOKa3aTH W Ha Jpyre HauwmHe. HaBomumo
jomr aBa goka3a OCHOBHe Teopeme o I[lutaropunum OpojeBuMa, 0e3 qokasza 3a
penarmyje m3Mel)y mapamMerapa m U n, KOju € MOXKE U3BECTH aHAJIOTHO.
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8. IluraropuHa jensaunHa x°+y* = z°

8.1. JUODPAHTOB JIOKA3

2 2
Hexa je nara jemnaunsa x° +y° =z~ Tana je (iJ + (XJ =1. Axo
z z

CC YBCAC CMCHA a = X
z

X . . .
¥ b == jennaumna mocraje a’+b’=1. Ha moGujeny
v/
jenmaumny ce cama npumenn JlmodantoB merox’ Kakxo je (-1, 0) jemmo
perieme mobujeHe jeqHaunHe cenqr naje: a= -l1+mt © b=nt (muncy
HEKH MPUPOIHU OPOjeBH ).
Taga je (mt - 1)* + (nt)* = 1, ma je 1 —2m + m’t® + n’t® = 1. U3 oBe

. 2m .
JEIHAKOCTHU ce u3padyHaBa t = ———, a oaroBapajyhe BpenHoctu 3a au b
2 2
m- +n
m? - n? 2mn
cy: a= ———— 1 b = > 3 AKko ce BpaTH IpBOOMTHA CMEHAa,
m- +n m~ +n

nobuje ce X = 2Kkmn, y = km’ - n’)u z=x(m?+n?). 3ak=1, nmobuja ce
TpaxxeHa popMyna X =2mn, y=m’—n> u z=m’>+n’. A

8.2. AJITEBAPCKH JJOKA3*

Us x*+y =2 crenu X’ =2" -y =(z+y)z-y). Ao ce o1 0Be

. . X _z+y m
penanyje (opMHEpa HPOIOPIHja = =— (m ¥ n cy HeKn
z—y X n

. . mx nx

IpUpOIHU OPOjeBH), HANIA3UMO aje Z+y= —— M z—Yy = —. PemaBameM
n m

, . z m?+n?
NpeTxXoaAHOor CUCTEMa J€AHAa4YMHAa 1O Z U Yy I[06I/I_]a ceE —= 2— n
X mn

2 2
M = u Tana je x = 2xkmn, y = K(In2 - nz), 7 = K(In2 + n2). 3ak =1,
X 2mn

no6uja ce TpaxeHa GopMyna X =2mn, y=m'—n> u z=m’+n°. A

[lpumepn xoju crnexe cy 3amauu koje je duodaHT AnexcaHapujcKu
peraBao y cBojoj "ApUTMETHITN ", TOAYIIIE Y HEMITO MOAU(PUKOBAHO] (DOPMH.

' Bugern Jmodant: Apurmernka, ctp. 217

Bunern bopuc [lakosuh — [{nodanrtose jexnanbde, JJMM "Iuraropa”,
benmn Manactup, 1988, ctp. 14.
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8. [luraropuna jenHaun#a x> +y* = z°

HIPUMEP 117. Oodpedumu cee [lumazopune mpoyenose KOO Kojux je
jeona cmpanuya jeonaxa 12.

PEHIEWE: Pa3znukyjy ce Tpu ciyuaja:

1) Axojex=2mn =12, oana je:

1.1) m=6,n=1ux=12,y=35,z2=37;

1.2y m=3,n=2ux=12,y=5, z=13;

2) AKojey:mz—nZ:(m+n)(m—n): 12, oHma je m + n = 6, a
m-n=2.Tagajem=4un=2,najex=16,y=12u z="20.

3) Akoje z=m’ + n’ = 12, OHJA je jacHO Ja He MOCTOje MPHPOIHH
OpojeBH m M n uWju 30up KBazaparta je 12, ma cy TpuU HPETXOJHO A0OHjeHe
[MuTtaropune Tpojke jennHa pemema. A

HIPUMEP 118. Jloxazamu da nocmoju 6eCKOHAYHO MHO20 NpaABOYyeaux
mpoyenoea koo Kojux je xunomenysa 3a 1 eehia 00 dyce kameme.

PEIIEBE: Kaxko cy y u z HemapHu OpojeBH, TO OHH HE MOTY OWUTH H
y3acronuu. Ilpema ToMe X + 1 = z wim 2mn + 1 = m*> + n’. Crnenu 1a je
m’ +n’ -2mn =1, ma je (m - n)2 = 1. lakme, m = n + 1, ma cBe OCHOBHE
[MutaropuHe TpPOYTJIOBE KOJ KOJHX j& XHUIIOTEHY3a 3a jemaH Beha on KarteTe
reHepuIry jeaHakocT: X = 2n(n + 1), y = (n + 1)2 -n*=2n+1,z= (n+ 1)2 +n’
=2n°+2n+1=2n(n+ 1)+ 1. A

[TPOBJIEMUA 3A YBEXXBABABE

498. Ogpenutn cBe [luraropwHe TPOyTIIOBE KO KOJHX j€ jeAHA Ol CTpaHHUIA
jemnaka 2006.

499. Acxo je (X, V, z) ocHOBHa [IuTaroprHa Tpojka, OHZA je X YBEK ACJHUBO ca 4,
y je HemapaHn 0poj Behu ox 1, a z je oonmka 4k + 1. JlokazaTu.

500. Jla mu mocToju ocHoBHA [IuTaroprna Tpojka umju je exement 6poj 307 Jla
mu octoju [lutaropuHa Tpojka 4uju je exeMment 6poj 307

501. Axo je x mpupoman 6poj Behu ox 2, oHma yBek moctoju Ilutaropmra
TpojKa 4hju je emeMeHat Opoj k. Jlokazatu. [la mu TBplerme BaKHd U 32 OCHOBHE
IIutaropune Tpojke?

502. Jlokasatu ma cy MepHH Opoj 0O0mMa u moBpIiuHEe [[MTaropuHux TpoyriioBa
mapHuX OpojeBa.

503. Opnpenutu ce IlutaropuHe TpOyTiIOBE YHju MEPHH Opoj 0OMMa je jemHaK
MEpHOM Opojy TTOBPIIIHUHE.
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8. [luraropuna jenHaunHa x> +y* = z°

504. Iloctoju mu IluTaropwH Tpoyrao 4mja je MOBpIIMHA jeaHaka: a) 78; b) 1207
505. Oppemuru ITuraropus Tpoyrao 4duju je ooum: a) 88; b) 84.

506. Komumko mma IlutaropmHux TpOyriioBa KOJ KOJUX je MEpHH Opoj
noBpimHe 4 myta Behu o1 mepHor 6poja odbuma?

507. Ilocroje nmu Ilutaropune Tpojke (X, y, z) Tako ja OpOjeBH X, y | Z
YHHE: a) ApUTMETHYKY IPOrpecujy; b) TE€OMETPH)CKY Mporpecujy?

508. Opnpenutu cBe Ilutaropune TpoyriioBe KoJ KOjUX je: a) pa3iinka; b) 30up
XUTIOTEHY3€ M CBaKe O] KaTeTa MoTIyH Ky0. ([uodant: ApurMmernka — kibura 0,
3ajaTtak 1. v 3ajarak 2.)

509. Opnpenutu 6ap jeman Ilutaropun Tpoyrao 4uju je OOUM HOTITYH KyO.

510. Hsume xBazapa cy a = 12 u b = 5. Ogpenurn Tpehy UBHIy KBagpa ¢ TaKO
Jla Cy ¥ MBHIIA C M IUjaroHajna keajpa D npupomuau 6pojeBu.

511. Jloxasaru na jeqHaunna a” + b® + ¢* = d* uMa GeCKOHAYHO MHOTO pelICHa
y CKymy Iienux OpojeBa, Tj. Joka3aTu jaa l[luraropuHuX 4eTBOPKU MMa OECKO-
HAYHO MHOTO.

512. Jloxasaru ga [IuraropuHUX METOPKH NMa OECKOHAYHO MHOTO.

SATALIA CA MATEMATHUUYKNX TAKMHUYEBA

513. Axo cy a, b u ¢ nenu 6pojeBu TakBH 1a je a” + b® = ¢’, ouza je Gap jenan
ox OpojeBa a u b mespuB ca 3. Jokazaru. (Cpomja 1971.)

514. Hekacy a, b u ¢ npupoaHu 6pojeBr TakBy aa je a*+ b’ = ¢”. JlokasaTu 1a
je opoj abc nespus ca 60. (COPJ 1977.)
ITPOBJIEMU 3A NCTPAXKMBABE

515. Ja mu moctoju Ilutaropun Tpoyrao guju je ooum 20067

516. Iloctoju mu IlutaropuH Tpoyrao 4Mju j¢ 0OWM MOTIYH KBaapat. Kommko
TaKBHX TPOYTJIOBa MMa?

517. Jla mu mocroju IlutaropuH Tpoyrao udja je TOBPIIWHA TMOTITYH
KBajpat?

518. [la i moctoje [Turaropune n-ropke (n je npuponad 6poj sehu ox 5)?

519. Ilpoyumtu nmpobieme u3 mecte Kbure J[nodanToBe apuTMETHKE.
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8. [luraropuna jenHaun#a x> +y* = z°

8.3. XEPOHOBH TPOVYI'JIOBA1

Teopuja Ilutaropuaux OpojeBa omoryhyje na ce Kake HEKa ped U O
XepOoHOBHUM TPOYIJIOBUMA.

Xeporosum mpoyanosuma Ha3usajy ce ceu OHU MpPoy2io6U YUju Cy MepHu
Opojesu cmpanuya npupooHu Opojesu u yuju je mepnu O6poj nospuiune maxohe
npupooar 6poj (Oame y mekcmy ce yeex MUCiu Ha mepHe bpojeage).

Tako Tpoyrao umje cy crpanutie 13, 14, 15 nma nospmuHy 84 1 XepoHOB
je, a Tpoyrao umje cy ctpanuue 10, 15 u 20 Huje XepoHOB, jep je Herona
MTOBPIIIMHA HpaITHoHaaH Opoj.

HIPUMEP 119. Ceu Ilumazopunu mpoyenosu ucmoepemero cy u Xepo-
HOBU.

PEIIEE: Iospmmuua [Tutaropusor tpoyria je P = mn(m” - n®) u kako
Cy m ¥ n npupoAHu OpojeBH, TO je U MOBPIIMHA MPUPOAAH Opoj, ITO 3HAYM A
¢y cBH llutaropuan TpOyTIIOBH HCTOBPEMEHO U XEPOHOBU.A

OO6puyTo TBphewe Ha Baxu. CBH XepoHOBH TpoyriioBu Hucy Iluraro-
pUHH, a KOHTpa IpUMep je XEepOHOB Tpoyrao uhje ¢y crpanute 13, 14 u 15.

HPUMEP 120. [locmoju 6eckonauno MHO20 XepoHosux mpoyenosa.

PEHIEWBA: Kako cy cBu IlutaropuHu TpOyrjoBH XEpOHOBH U Kako
[MutaropuHux TpOyrioBa UMa OECKOHAYHO MHOTO TO j€ jacHO Aa U XEepOHOBUX
TPOYTJI0Ba UMa OECKOHAYHO MHOTO.A

HIPUMEP 121. Axo ce “caene” 0sa [lumazopuna mpoyena xoju umajy
jeownaxy 6ap jeony xamemy, 0obuja ce Xepornos mpoyaao.

PEIIEWKE: Heka cy (x, y, z) (X, y, z) ABa ocHOBHa llutaropmuna
TPOYTJIa ca 3ajeTHUIKOM KaTeToM X. CIeTUbMBak-EM TPOYTIIOBA YK 3ajSTHUIKE
KaTeTe X 100Hja ce TpOoyrao 4mje cy cTpaHuue y +y ,zu z . CTpaHuim y + y
oJroBapa BHCHHA X. Pa3znukyjy ce mBa cinydaja:

1) Ako je x = 2k mapas 0poj, OHJIa je TOBPLIMHA TPOYTa MPUPOAaH Opoj
Ky +y).

2) Axoje x =2k +1 HemapaH, OHIa Cy YUy TapHU TIaje Uy +y Takohe
mapad Opoj, IITO 3HAYX Ja je TOBPIIMHA TPOYyTia %2(}’4-}’) pupoaaH

6poj. A
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8. [luraropuna jenHaunHa x> +y* = z°

Xeponos mpoyeao Koju Huje npasoyenu, a uuje cy cee cmpaHuye
pasaudume, Ha3usa ce npasu XepoHos mpoyaao.

HIPUMEP 122. Konuko uma XepoHosux mpoy2noed yujd je jeOna eucuma
20?

PEIIEWBE: Bucuna menum Tpoyrao Ha ABa IpaBoyTiia Tpoyria. AKo je y
TIPaBOYIJIOM TPOYTIy jeaHa Kareta 20, oHza je z° - y° = (z - y)(z + y) = 400, t1e
j€ Z XUNOTeHy3a, a y Apyra KarteTa y ToM Tpoyriy. Kako cy x+y W X-y yBeK
UCTE MApHOCTH TO Cy Moryhu jeauHo ciy4ajeBu (z - y)(z +y) = 2:200 = 4-100 =
850 = 1040, ma TakBux Ilutaropmamx TpoyriaoBa mma 4: (20, 99, 101),
(20, 48, 52), (20, 21, 29) u (20, 15, 25). “CnenspuBambeM” OBUX MPABOYTIUX
TpoyTJIOBa OyX KaTteTe jemHake 20 moOwja ce meceT XEpOHOBHX TPOYTIIOBH:
(101, 101, 198); (52, 101, 147); (29, 101, 120); (25, 101, 114); (52, 52, 96); (29,
52, 69); (25, 52, 63); (29, 29, 42); (25, 29, 36); (30, 25, 25). A

HIPUMEP 123. Oopeoumu bap jedan npasu XepoHoé mpoyaao Koo Koad
CY U NONYNPEUHUK ONUCAHOZ U NOJYNPEYHUK YRUCAHOZ KpYed NpupooHu 6pojesi.

PEHIEWE: Tpoyrao uuje crpanuue cy 3agare ¢popmyinama 13k, 14k u
15k nma 06mM 2s = 42k 1 moBpmmHy P = 84K°.

: P 84k’
[TonynpeyHuk ymucaHor kpyra je r=— = Ik =4k, a TOJXYIpEeUyHUK
S
. abc 13k-14k-15k 65k .
ommcaHor kpyra je R =——= = . 3a x = 8, mobmja ce
4P 4.84k? 8

XepoHoB Tpoyrao umje cy ctpanure 104, 112 m 120, mopmuua 5376,
MOJIYIIPEYHUK YITUCAHOT KpyTa 32, a MOMyIpPEeYHUK OIHCaHOT Kpyra 65. A

IIPUMEP 124. Dopmyrama a = dm’ + 1’ b= 2m* + 2n°; ¢ = 6m’ - 3’
(m u n cy npupoonu dpojesu maxeu oa je m > n) dejpunucana je jeona xuaca
Xeponosux mpoyanosa. /lokazamu.

PEIIEBE: Ako ce myx karere 4mn “cnene” asa [Iutaropuna Tpoyria
gHje ¢y cTpanuie (4mn, 2m’-2n%, 2m” + 2n2) u (4mn, 4m’ - n°, 4m’ + nz), OHJIA
cy crpanuue go6ujeHor XepoHosor Tpoyraa (4m’ + n’, 2m” + 2n’, 4m’ - n* +
2m’ - 2n°= 6m’ - 3n°). A

Jobujena popmyira reHepuie 66CKOHAYHO MHOTO XEPOHOBUX TPOYTIIOBA.
Mebhytum, oHa HHje jenuHa Koja “Tpom3Bogu” XepoHOBE TPOYIIIOBE, jep ce
CIIMYHHM CIIETIJbUBAabMa MOTY TIOOWTH U ApyTe GopMylie Koje TeHepHIry Xepo-
HOBE TPOYTJIOBE.
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8. [luraropuna jenHaun#a x> +y* = z°

OuurnenHo je a IMocToje W XEpPOHOBH YETBOPOYTJIOBH, & TO CY OHH
YETBOPOYTIIOBH KOjU MMajy CBE CTpaHUIIE IEIOO0POjHE U YHja je MOBPIITNHA IIe0
0poj. TakaB je "erBopoyrao umje cy crpanure 7, 24, 20, 15 xoju je mobujeH
"cnemwbuBblbeM” [lutaropunux tpoyrnosa (7, 24, 25) u (20, 15, 25) nyx
XUIMOTEHY3€ 2.

[TPOBJIEMHA 3A YBEXXKBABAIGE

519. He mnocToju jeaHakoCTpaHWYaH HUTH jeTHAKOKPaKH XEpOHOB TPOYTao.
Jlokazatu.

520. Konctpyumm 6ap jenaH XepoHOB TpOyrao 4dja je: a) jeqHa OJf BUCHHA
jemnaka 10; b) jenHa o crpanuna jegaaka 10.

521. Oppenuty cTpaHuIle 6ap jeTHOT IPAaBOT XEPOHOBOT TPOYIIIA YHj€ BUCHHE
HUCY e OPOjeBH.

522. Oppenuty cBe XEepOHOBE YCTBOPOYIIIOBE UHja je jeaHa cTpanuma 12.
523. Jlokasatu Aa mocToju 0€CKOHAYHO MHOTO XEPOHOBHUX YETBOPOYTIIOBA.

524. Tloctoju 11 XepoHOB METOYTa0?

SATALIA CA MATEMATUYKUX TAKMHUYEA

525. JlokazaTu &a MOCTOjU OECKOHAYHO MHOTO HEMOAyAapHUX TpoyrioBa T
TaKBUX Ja:

® Ny)XHMHE CTpaHHIa a, b u ¢ Tpoyraa T cy y3ajaMHO POCTH NPUPOIHHU OPOjeBH;
¢ noBpmmHA P Tpoyrima T je 1meo 6poj;

¢ HujenHa oX BucuHa Tpoyria T Huje neo Opoj. (8. BMO - 1991.)

ITPOBJIEMU 3A UCTPAKMBAIGE

526. TpoyrmoBu umje cy crpanune (3, 4, 5); (13, 14, 15); (51, 52, 53) cy
Xeponosu. [la mm je 6poj XepoHOBHX TPOYTIIOBA YHj€ CY CTPAHMIIE Y3aCTOITHH
MIpUPOIHU OpOjeBU KOHAYAH WIH OeCKOHa4YaH?

527. Koucrpynmu ©Oap jenHy ¢opmyiay Koja reHepuine OecKOHA4HO
MHOTO XEpOHOBHX YETBOPOYTJIOBA.

528. Iloctoju 11 XepoHOB TeTpaeaap, Tj. TeTpaeap 4uje cy UBHUIE Npu-
poaHHM OpojeBH, a MOBPIIMHA W 3alpeMHHA TeTpaeapa Takohe MpupoHH
OpojeBu?
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9. TIEJIOBA JETHAUMHA x*-py =1

Mebhy JduodanToBNM jeqHaYNHAMA 32 KOj€ TIOCTOjH arOPHUTaM 3a IUXOBO
pelaBambe CBOjoM 3aHHMIbHBoOINY ce HCTHYE jefHAauMHA OONHKA X° — py” = 1,
rae je p mpupodad Opoj Koju HHUje KBaapaT HHUjeAHOT Ieyior Opoja. JemHaunHa
obmuka x° — py> = | y maremaTHukoj nureparypu ce Hajuemhe cpehe mopx
HasuBoM IleOBa jefHAuMHa,” aqd HUje MHOTO Mame PACIpPOCTPAIbEH HH
tepmun ®epmaosa jeqHaunHa.’ MelhyTnm, mo3HaTo je a Cy ce TOM jeHaYHHOM
WHTCH3UBHO OaBwin U Apxumen, Jnodant, backapa, Jlarpanxk, Bamuc, Ojnep,
layc, ...

Y ocBpTy Ha eBONyLUHWjy HIEja KOje Cy Kpo3 HUCTOpHjy MpaTuie
Huodanrose jennaunne Beh je 6uno roBopa o IlenoBoj jeaHaunHU U CIIOPY KOjH
MOCTOjU OKO EEHOT Ha3WBa. buiio je roBopa M 0 ABeMa HajBaKHUjUM UHHECHU-
ama 3a lBEeHO pelraBame: o Tome 1a [lenosa jenHaunHa Ma OECKOHAYHO MHOTO
pemema, mWTO je Aoka3ao Jlarpamxk’, W o HauMHy onpehuBama TaKO3BAaHOT
OCHOBHOT peIIleka, Koje je 3axBasbyjyhu MohrMa caBpeMeHe padyHapCcKe TEXHO-
JIOTHj€ CBE MambH MPOOJIEM.

IlenoBa jenHaumnHa UMa o0IUK X — py” = 1, re je p nmpuponan 6poj Koju
HHje MOTIYH KBajpaT. YCIOB Ja p HHje MOTIYH KBaApar je Heomxo-AaH, jep Yy
CyHpPOTHOM jeTHaYNHA, CEM TPUBHJAITHOT (X,, Yo) = (1, 0) HEMa Ipyrux periema.

VY pacBerspaBamy anroputMa 3a pemasame [lenoBe jennaunne moryhe je
BUILIE TPUCTYNA, ald Cy HajyoOWYajHUja N1Ba: T€OMETPUjCKHM M anre0apcKi.
Moryh je u Tpehm, HCTOpPHjCKM MpPHCTYIN, KOjU C€ 3acHHBA Ha IPHUMEHH
JnodanToBor MeToa (aJIropuT™Ma).

9.1. AJITEBAPCKU ITIPUCTVYII PELHABABY
[IEJIOBE JEAHAYNHE

U3 x*— py* = 1, ciequ penaruja (x—y\/g)(x + y\/g) = 1. OBa penamuja
je Bpio ymoTpeOJpUBa 3a CTENEHOBAKE M OcTale airedapcke Tpanchopmanyje.
[IpernocTaBuMo 1@ TOpe TPUBUjATHOT MOCTOjU M jeAHO HETPHBH]jaTHO
peeme, Ha mpuMep (X;, yi). AKO je (X, y;) jellHO HETPUBHjaIHO pelIeHke AaTe

JjenHa4yMHe, oHJa je (X1 —y; \/5)(x1 +y; \/5) =1.

33 John Pell (1610 — 1685. T.), eHrIeCKH MaTeMaTHIAp

¥ Ferma (Piere Fermat 1601-1665. r.), hpaHIlycKi MaTeMaTHuap

3 Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813. r.), ppaHiycku MaTeMaTHIap
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9. Ilenosa jennaunna — 9.1. Anrebapcku mpUCTyI

Heka je (X,, y,) ypehenu map mpupoaHux OpojeBa KOjU 3aJ0BOJbaBA
penanmjy x> — py” = 1. CTeneHoBambeM JaTe jeIHAKOCTH ca n 106mjajy ce HOBe

penammje (x;—y14/P) X1+ y14/P)" = Xn—=Yn/P)Xn + Yn+/p) = 1. Hajma-
FE O TAKBUX peliemba (MPEIH3HMIE OHO pEIIerbe KO KOjer je Xi+ yi/p

HajMame) Ha3uBa c€ OCHOBHUM periemheM. OHO IITO HHje CaCBUM TPUBH]aJTHO je
Jla ce JOKake Ja ako je (Xe, Y.) OCHOBHO pCIICHe, Tala Cy MPETXOTHUM
TOCTYIIKOM OIHCaHa CBa pelrerba IlenoBe jennaunne.’

"Kama je OCHOBHO pelieme IT03HATO, OJApehHUBame OCTANX peEIlcHkha
(Xp, Yn) MOXKE C€ U3BPIIMTH OWIIO ONMMCAHUM TIOCTYIIKOM CTEIICHOBamha, OMII0
(dbopmupameM pekypeHTHe Bese u3Mely nBa ysactomHa periema. Hawnme, w3

penanuje xn+1+yn+1\/_ = (Xp+ ¥Yn \/E)(xe+ Ye \/5) ClleAM HOBa pelnanuja:
Xn+1+Yn+1\/_ = XpXet PYnYe t \/E(Ynxe”‘ YeXn) -

W3jennavaBambeM pPAlMOHAIHUX M HPAIMOHAIHHUX [EJI0Ba jEHAKOCTH
no0ujajy ce peKypeTHe Bese:

Xptl = XeXn T P Ye Y

YH+1 = YC Xn + Xe YH-

Hwusosu (x,) u (y,) 3a10BOJbaBajy MPETXOAHO A0OHjeH cucTeM audepe-
HITHUX jeHa4YMHa, y3 IMOYEeTHE YCIoBe: (X,, Vo) = (1, 0). M3 nobujeHor cucrema
IrepeHITHrX jeTHaYnHa HI30BU (X,) U (Y,) ce oapel)yjy peKypeHTHO.

Moryhe je uzBect u GopmyIe 3a TUPEKTHO oapehuBame HU30BA (X,) U
(Yn), IpH deMy TpakeHe GopMylie HaBoauMo 6e3 oarosapajyher gokasa:”’

Xn = %((Xe'i'Ye \/E)n + (Xe_ Ye\/g)n )
Yo = ﬁ((Xe"'Ye\/g)n - (X — Ye\/g)n )

[IPUMEP 125. Oopedumu onwme pewerse jednauune x° — 3y° = 1.

% Jloxas oe unmenuue BugeTy y: Muhuh, Biagumup, 3opas KanenGypr, Tyman

Bykuh: YBoxa y Teopujy 6pojesa — JIMC, Beorpan, 2004.

7 JTokas je eneMeHTapaH 1 MOKE CE H3BECTH TUPEKTHO M3 PEalije

Xyt Yn \/g =(Xe+ Yo J; )' umu pernaBameM 10GHjEHOT CHCTEMA AH(EPEHIHIX

jenHaunHa
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9. ITenosa jennaunna — 9.1. AnrebapcKu IPUCTYI

PEIHEWE: TpusujaiiHo pemieme oBe jemHaumue je (Xo, yo) = (1, 0), a
OCHOBHO pemieme (X, Vo) = (7, 4). Taga cy cBa pelema qaTe jeqHa9uHe Y CKYITy
npupoaHuX OpojeBa nepuHrcana popmynama:

Xn1 = 7Xn + 12yy Yor1 = 4Xp+ 7Yn

a HeKa OJ1 pelickha jeTHaYnHE 1aTa Cy TaOIuIoM:

n 0 1 2 3 4 5 6 7

Xn 1 7 97 | 1351 | 262087 | 3650401 | 50843527 | 708158977

Ya | O 4 | 56 | 780 | 151316 | 2107560 | 29354524 | 408855776

9.2. TEOMETPUJCKU ITPUCTVYII PEHHABABY
[IEJIOBE JEAHAYUHE

IlenoBa jeamaunna x° — py> = 1 (p # n°) y JleKapTOBOj KOOPAMHATHO]
paBHH gedunumie xunepoory. [locMaTpajMo camo HbeHy MO3UTUBHY MOJTYTpaHy.
Ouurnenno je ma ypehenu map (1, 0) mpemcraBba TPUBHjAIHO PEIICHE JTaTe
jennaunne, a Tauka (1, 0) mpexnctaBiba Tauky xumepoOoie uuje cy obe
KoopauHate nenodpojae. Heka je (1, 0) = (X, yo) 1 HEKa je (X1, y1); (X2, ¥2); ---
(Xp, Yn) ... HU3 Tadaka Koje MpUIaAajy Aaroj Xuiepbonu, a udje cy obe
KOOpJHMHATE 1IeT00pOojHE.

Axo mopen Tauke (Xg, Yo), Tj. TPUBHjATHOT peIiemha 3HAMO jOII jEITHO
HETPUBHUjaTHO peliekhe, Hampumep (X;, Vy;), OHAa je Moryhe oJpeauTu
TpanchopManmjy Koja he TeHepHCcTH W ocTaja peliema aare jeaHadmHe. Ta
TpaHchopManmja ce MOKe UCcKa3aTu cienehuM peKypeHTHHUM GopMyama:

Xp+1 = 8X, + by,
Y1 = CXp+ dy,

BpojeBu a, b, ¢ u d cy nenoOpojHu KoehUIMjeHTH Koje Tpeda OApeaAnTH
Tako 1a go0ujeHa TpaHchopManmja aaTy XunepOory mpecinkaBa y camy ceoe.

Kako je x;=axg + byg u y;= cXo+ dyo, 1 Kako je Xo= 1 u yo= 0, 10 je
OUMTJICTHO a =X; U C =Y. Jlakie Tparcdopmalirja caga mMa 00JIHK

Xne1 = X1Xn + by,

Yoe1 = YiXn+ dyn.
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9. ITenosa jennaunna — 9.2. ['eoMeTpujcKku MpHUCTYII

360r Xpe1” = PYnei” = 1, criemm 1a je (xiX, + bya)’ — p(yix, + dy,)” = 1.
OnmaBne ce KBagpupameM 100uja xnz(xl2 . pylz) + 2X,ya(bx; — pdyy) -
yai(kd> — b%) = 1. Kako ce TpaxeHOM TpaHC(OpPMALMjOM AaTa XurepGona
mpeciuKaBa y camy cebe, TO je M X,o — py, = 1, ma 36or x,° — py,° = 1
3aK/byayjemMo ma je bx, — pdy; = 0 u kd*> — b> = p. Permapamem n06ujeHOr
cHCTEMa jelHauMHa MO TpakeHHMM KoepunmjeHTMMa b u d mgoOujajy ce
BHUXOBE BPeMHOCTH: b= py; 1 d =x,.

Konauno tpaxxeHa Tpanchopmarija nma o0IuK
Xn+1 = X1Xn + PY1Yn
Yo+1= YiXnt XiYn.
Ouurienso je X’ — pymi® = (XiXa + pyiyn) — K(yiXy + Xiyn)° =

Xa (X1” = py1Y) + 2%, Ya(KX1y1 — PYiXi)— pYa (Xi° = Py1)) = Xo” — pya = 1, mTo je
JI0Ka3 Ja 100ujeHe peKypeHTHe popMylie 3a10B0JbaBajy ATy jeIHAUNHY.

OuurnenHo je u mara TpancopMalldja JuHeapHa U IeHA eTePMUHAHTA
je
X1 ky

i X1

_x—py’=1.

To 3Haum pa je npoOumjeHa TpaHchopmaryja YHHUMOIYJIApHA, IITO
00e30ehyje na je mobujeHo npecinukaBame OUjeKTUBHO, a TO ONET 3HA4YH, Ja aKo
mocToju 0ap jeaHO HETpHBHjaTHO Ieno0pojHO pemieme llenmoBe jemHaumHe
x* — py> = 1, oHma ce Z06HjeHOM PEKYpPEHTHOM (OPMYJIOM MOXKE MPOH3BECTH
0EeCKOHaYHO MHOTO LIEJIOOPOjHHUX pelIeHa.

MebhyTtum, oapehuBame OCHOBHOT pellieha je U caMo 030uJbaH MpobieM.
Y HeKHM cllyyajeBUMa TO MOKe OUTH jeITHOCTaBHO:

1) Akojep=a’—1,ommaje x’—py’ =x"— (a’— 1)y’ = 1. Cienu 1a je
x*—1=(a’- l)yz, T1a je OCHOBHO pemIemne (X, Ve) = (a, 1).

2) Axojep=a’+1l,ommajex’—(a*+ 1)y’=1.Tamajex’=a’y’ +y +
1. Jla 6u a’y* + y* + 1 6uo moTiyH KBagpar Tpeba ma je y° = 2ay, majey =2a, a
x=ay+1= 2a + 1. 3Haun naje (Xe, Yo) = (Za2 + 1, 2a).

3) Axko jemHaumHa X° — ay” = |, UMa peureme (MOXe OHTH, a He MoOpa
OUTH OCHOBHO) (X, Vi), OH/IA jeIHAUMHA x> — 4aly2 = 1, uma pemiewe (Xg, Yi/2),
jepm3 x& —ay = 1 = x* — 4ay’, cnennt X =x, u 4y’ =y,’. Ha npumep ocHOBHO
pememe 3a [lenoBy jeqnaunny Xx° — 5y° = 1 je (9, 4), a Ha OCHOBY TOra ce
1061ja OCHOBHO pemesse 3a X- — 20y” = 1 1 oHo je (9, 2).
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9. Ilenosa jennaunna — 9.2. ['eoMeTpujcku MpUCTYIT

3.1) Cnnyna penaiija ce MOXe ITOOWTH W ako ce mocMarpajy Ilemose
jemmaumne x* —ay’ = 1 u x> — 9ay” = 1, jep he cBako pememe (X, Yi) OpBe

jEIHaYNHE TEHEPHCATH OCHOBHO pEIICHE (X, y?K) npyre jemnagune. [Ipumep:
akojep=7,0oHmajeX.=8,y.=7.Cnenuza p=7-9=63,%x.=8,y.=1.

Ha ocHOBy oBe TpHm omakmuile ¥ HyMEpHYKHX HCTpakmBama llemose
jemHaumHe Moryhe je dopmuparn TaONHMIly OCHOBHHX peIIeHka 3a IPBUX
yeTpaeceTak MPUPOTHUX BPEeTHOCTH Koedummjenara p y IlemoBoj jemHadmHu
X —py =1:

p Xe Ye p Xe Ye p Xe Ye
2 3 2 17 33 8 30 11 2
3 2 1 18 17 4 31 1520 273
5 9 4 19 170 39 32 17

6 5 2 20 9 2 33 23

7 8 3 21 21 55 34 35 6
8 3 1 22 197 42 35 6 1
10 19 6 23 24 5 37 73 12
11 10 3 24 5 1 38 37 6
12 7 2 26 51 10 39 25

13 649 180 27 26 5 40 19 3
14 15 4 28 127 24 41 2049 320
15 4 1 29 9801 1820 42 13 2

9.3. JEAHAUMHE IIEJIOBOI' TUITA

Ilon jegmaumnama IlemoBor THma MOApa3yMeBajy C€ jeTHAYMHE OOJIMKA
2 2 . . . . .
X~ — py = a, rae je p npupoaaH Opoj KOju HHje TOTIYH KBajpaT U a Ieo Opoj
paznuuut of 0.
Jlakne, mocTaB/ba Ce MUTAKE Ja JIM [OCTOjU alIrOpUTaM 3a pelllaBama
jennaumne x> — py” =a?

Hexka je je (%o, Yo) jeIHO pemieme, a (X,, y,) ONIITE PEIICHe jeTHaUYNHE
X’ — py’ =a y CKyIy IPUPOIHHUX GpojeBa U HeKa je (X, Yo) OCHOBHO PElICH:E
jenmaumne X — py” =1. Taja Baxe penarje:
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9. [lenosa jennaunna — 9.3. Jenuaumne [lemoBor Tuma

X —py’= (x + yy/p)x - yyp) =a
an_pyn2 = (Xn +¥Yn \/E)(XH_YH \/E):(Xo‘l'yO \/5)()(0—}’0 \/5) =a

Xez_p}’ezz =(Xe+Ye \/E)n(xe_Ye \/B)n =1.

U3 natux penauuja je
(Xn +Yn /P)Xn =¥n {P) =
(Xo +y0 \/5)()(0 —Yo \/5) : (Xe +Ye \/E)n(xe —Ye \/B)nz a.

Taga je ouurnenno x, +yn\/5 = (Xo 1Yo \/E) “(Xet+Ye \/E)n , 1ITO
naje moryhaoct 3a ompeljiBame CBHX pelema (X,, y,) jeHAUHHE X° — Py = a,
aKo Cy I03HATA OCHOBHA PelIeHa (X, Y.) jeAHaumMHe X° — py” = 1 0 (X, Vo)
jenHaumne X* — py” = a.

I[IPUMEP 126. Oopedumu onwime pewere jednauune x° —2y° = -1.

PEHIEWE: Tpusujanno pememe aate jenHadune je (Xo, yo) = (7, 5), a
ocHOBHO peruemse [Tenose jennaunne x° — 2y° = 1 je (Xe, Vo) = (3, 2). Tazna cy cBa
pelema gare jeIHauuHe y CKyIy NpUpoAHUX OpojeBa aeduHIcaHa HOpMyIIoM:

Xn +Yn V2= (Xo +¥o /P )Xo —Yoa/p)n = (T+542)3+2,/2)". A

Anropuram 3a onpehuBame TpUBHjaTHHX pelliema jeqHaunHa [lemoBor
THIA Aaje u ciexehn mpuMep Koji HABOAMMO Oe3 IoKa3a: >

I[IPUMEP 127.  Axo jednawuna x° - py’ = a uma 6ap jeono pewerve,
oHOa nocmoje yeo 6poj n u peuterve (X, y,) oame jeOnauuue, 3a Koje BANCU.:
2 2

akojea >0u y02 S%
e

Xy + VAP = (X + Y0P N xe=ver[p )"

2 a)ye

<— axo je a<0, maxeu 0a je
2Ax, +1)

Yo

[IPUMEP 128. Oopedumu céa pewersa jednauune x° — 5y° = 44 y cxyny
yenux bpojesa.

38 Jlokas oBe YHECHHLIE MOYKeE Ce BHACTH y Kibu3n Muhiuh Bragumup, Kagen6yp 3opas,
Hyman Bykuh: YBox y Teopujy 6pojesa, Jpymreo matemaruuapa Cp6uje, beorpar,
2004,cTp. 92 - 93.
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9. [lenosa jennaunna — 9.3. Jenuaumne [lemoBor Tuma

PEIIEIE: Oxroeapajyha Ilenose jemnaumue je X° — 5y* = | U meHO
OCHOBHO peIICHE je& (Xe, Vo) = (9, 4). [IpuMeHoM npeTxoaHe Teopeme ao0uja ce
2
2 444

Yo S

290+1)

IIpoBepoM ce mobmja 1a ycroBHMa 3a7aTKa OATroBapajy peliema AaTe jeTHadInHe
(X0, yo) €{ (X7, £1); (8, £2); (£13,15) }.

=35,2. To 3naum ga je morenumjanuo y, € {1, 2, 3, 4, 5}.

Taga cy cBa pemema jJaTe jegHAYMHE Y CKYIy Ieaux OpojeBa
neduHrcana popmyiama:

+(7 £45)9 + 4,/5)"
Xn t¥Yn \/_z T8 =x 2\/5)(9+4\/5_)n e je n neo 6poj. A
+(13£5V5)9+445)"

9.4. IIPUMEHA JEAHAYNHA IIEJIOBOI' TUIIA

IIpumepu mpumeHe jemHaunnaa llemoBor THma ¢y MHOTOOpPOjHH, HE CaMO
Ha pellaBambe KOHKPETHUX jeaHaumHa [lenoBor Tuma W jemHavyMHA KoOje ce Ha
IBUX CBOJIC, Beh 1 Ha MHOIIITBO BeoMa WHTEpEeCaHTHHUX J(nodanToBUX mpobieMa.

HIPUMEP 129. 3a oamu npupoouu 6poj n oopedumu jedauw nap (x, y
Jnpupodnux 6pojesa 3a koje saxcu x° —2y° = 1993". %

PEHIEWE: Kako je X — 2y2 = (x+ y\/z)(x — y\/z) = 1993" u kako
Basky penanmja (45 + 44/2)" (45 — 44/2)" = 1993" jacho je 1a 3a 6pojeBe X U y
BaXH jemHakocT (X + y\/z)(x - yﬁ): (45 + 4\/5)11(45 - 4\/5)11. Haxie
X+yy2 = (45+442)"  maje

x=45"+ (gj 4572 (4./2 Y+ (Zj 45 @2 ) + .

n n n
y=(1j 45" 4 + (3] 45" . 4.2 + (Sj 45™ . 47. 2% 4+ ..

¥ Bupnern 3amatke ca Mare omammujane y COPJ 1993, 1.
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9. ITenosa jennaunna — 9.4. [Ipumena jeqnaunna [lenoBor Tuma

OuurnenHo je Ja ce 3a CBakd IpHpodaH Opoj n moOuja jemaH map
pUpoaHUX Opojea (X, y).

HIPUMEP 130. Odpeoumu mpu y3acmonna npupooHa opoja uuju je 3oup
K6adpama nOMnyH Keaopam.

PEHIEWE: Heka cy Tpaxkenu npupoanu Opojesun y - 1,y u y+ 1. U3
ycroBa 3afatka ciaeny aaje (y — 1)+ y* + (y + 1> =x°. Cneau naje x> =3y’
+ 2. Kako He mOCTOju mpHpoJaH Opoj X YMjU KBaApaT IpH Aebemy ca 3 naje
ocTaTak 2, TO jelHaYMHa HEMa peliema. A

OBaj npumep mokasyje aa mocroje JwocdanTtoBe jemnaumne I[lemoor
THIA, KA0 IITO je MpeTxoaHa X° — 3y’ = 2, Koje Hemajy perema. Cienchu
3aJaTaKk yKasyje Ha jenHy Kiacy jeqHaunHa [leioBor Tuma Koje nmajy peiema.

IHIPUMEP 131. Axo je p npocm 6poj obauxa 4x + 1, onoa jeonauuna
x* —py’ = - 1 ysex uma yenobpojua pewierva.

PEIIEWKE: Heka je (X., Y.) OCHOBHO, Aakje HajMame HETPHUBH]jATHO
pereme jeqHa-anue x° — py” = 1. Tazxa je x¢* = py.. + 1. Ako je X mapan 6poj,
onma je 6poj (4x+1)y.” = - 1 (mod 4) mrto je Hemoryhe, ma je ounrnenHo X
Hemapan Opoj. Tama cy X. — 1 m X, + 1, nBa y3acromHa mapHa Opoja, ma je
D(x.— 1, xe + 1) = 2. Kako je (xe — DX + 1) = pyez, TO je jemaH ox OpojeBa
Xe— 1 M X + 1 06imka 2a’, a apyru obamka 2pb° (a u b cy e 6pojesn).

IIpermocTaBuMo 1a je Xe + 1 = 2a> u x. — 1 = 2pb”. Taza je 2a*- 2pb” =2,
ma je a’ — pb® = 1. 3uaun 1a je (a, b) jexHo HeTpHBHjanHO pemreibe IleoBe
jemmaumne x* — py’ = 1. U3 (x, + 1)(x. — 1) = 2a° - 2pb* = py.’, cneayje 1a je
y. = 2ab.

OuurnenHo je a < X4 b < Y., IITO je IPOTUBYPEUHOCT Ca MPETIIOCTABKOM
1a je (Xe, ye) HajMame pemrebe IlenoBe jequaunte. 3Haun a3 je X - 1 = 2a° u
X + 1 = 2pb”. Ony3umamem apyre of pBe jeAHAKOCTH 106uja ce 2a° — 2pb” = -
2, OIHOCHO a” - pb° = - 1, ma jenHaunua x° — py’ = - | uma pemesse (a, b), WTo
je u Tpebaino qokazaTu. A

HIPUMEP 132. O0dpedumu cee npagoyaie mpoyanose Koo Kojux cy MepHu
bpojesu xamema pasnuxyjy 3a 1. /la au maxeux mpoyenoea uma KOHA4HO Ul
0OeCKOHAUHO MHO20?

PEIHEWKE: W3 IluraropuHe jegHauwmHe je MO3HATO Jia je€ TIOCTOje
IPUPOIHH GPOjEBH M ¥ N TAKBH Ja je X = 2mn u y = m’ —n’. OuHIIenHo je aa
nocroje gse Moryhnocti: 2mn=m’—n’*-1 wm 2mn=m’-n’ + 1.
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9. ITenosa jennaunna — 9.4. [Ipumena jeqnaunna [lenoBor Tuma

1) Axoje m>—n® -1 =2mn, OHJIA je m’ — 2mn + n*- 2n° = 1, 0HOCHO
(m-n)’—2n=1, macy m-n u n pemema Ilenose jeqHaunte a* — 2b” = 1.

2) Axoje m’—n’+ 1=2mn, oHmaje m’ —2mn+n’-2n° = -1,
onHocHO (M —n)>—2n*=-1, macy m-n u n pemema IlenoBe jeaHaunHe

a?—2b’=-1.

OuurnenHo je Aa TaKBUX TPOYIJIOBa MMa OECKOHAYHO MHOTO, a MpEerJie]
NPBUX HEKOJMKO PelIeka jeJHe U Ipyre jeqHaurHe AajeMo y cieaehoj Tabemnu:

a’-2b’ =1
a B m n X y z
3 2 5 2 20 21 29
17 12 29 12 696 697 985
99 70 | 169 | 70 23660 23661 33461
577 | 408 | 985 | 408 803760 803761 1136689
3363 | 2378 | 5741 | 2378 | 27304196 27304197 38613965
a’—2b" = -1
1 1 2 1 4 3 5
7 5 12 5 120 119 169
41 29 70 29 4060 4059 5741
239 | 169 | 408 | 169 137904 137903 195025
1393 | 985 | 2378 | 985 4684660 4684659 6625109

[TPOBJIEMHA 3A YBEKBABAIGE

529. Axo Ccy X W y IPUPOIHU OpOjeBH OAPEIUTH OIIIITE PEIICHE jeTHATNHE
2 2
X — 14y =1.

530. TlocToje i ey GPOjeBH X U Y TakBH ja je 4x” — 7y” = 1.

531. V ckyny nemux 6pojeBa pelmnTy jeqHaunny 3x° — 2y = 1.

532. OppemuTH Heie GpojeBe X U y TAKO 1a je X- + Y- + 1 = 4xy.

533. Jloka3aTu ma 3a CBaku MNpUpoJaH Opoj m mocToju OEeCKOHAYHO
MHOTO MapoBa (X,y) LeTux 6pojesa TakBuX 1a je X — (m” +1)y” = 1.

534. Jlokasatu aa mocToju OECKOHAYHO MHOTO OpPOjEBHHX CHCTEMa y KOjUMa je
6poj (210) mornmyn kBaapaTt. OmpenuTh aBa OpojeBHa CHUCTeMa Koja HMajy
HajMamkby OCHOBY.

535. Ako u camo ako je X wian @uboHauMjeBOT HU3a, OH/A j€ je[aH o011 OpojeBa
5x* + 4 wm 5x” — 4 noTnyH KBagpar. Jlokasaru.
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9. Ilenosa jeqnaunna

536. Ako cy m U n IPUPOJIHHU OpPOjeBH U M = 2 + 24/ 28n° +1 , OHIa je m
HOTITYH KBajpaT. JlokazaTH.

537. Tpoyraonu OpojeBu cy Opojesu 1, 3, 6, 10, 15, 21 ... gakne oHu OpojeBu
KOjH TIPEICTaBJbajy 30Mp MPBUX N Y3aCTONHHUX MPHUPOJHHUX OpojeBa. OppenuTu
CBE MOTIIYHE KBaJapare KOjU Cy HCTOBPEMEHO M TpPOyraoHu Opojeu. [a mu
TaKBUX TPOYT'aOHHUX OpojeBa MMa KOHAYHO MM OECKOHAYHO MHOTO?

ITPOBJIEMU 3A UCTPAKMBAIGE

538. Hcmuraty ga nmm mpaBUX XEPOHOBHUX TPOYTIIOBA KO KOjUX CYy CTpaHHIIE
Y3aCTOITHU MPUPOAHH OPOjeBU MMa KOHAYHO MM OECKOHAYHO MHOTO?

539. Iloctoje nu mpupoaHU OpOjeBH N M K TakaB Ja je 30up KBaapara
IPBHX N IPUPOIHUX OpojeBa moTmyH kBagpar: 12+ 22 + ... + n” =x*? Jla
JI1 TaKBUX OpojeBa MMa KOHAYHO MJIM OECKOHAYHO MHOTO?

540. Ounrnemro je 8’ — 7° = 169 = (2* + 3% JlokasaTau ja ako Cy X, y  z
IPUPOHK GpojeBH, OHa jenHaunHa (x + 1)° — x° = (y* + z°)* uMa GecKoHa4HO
MHOTO peIIeHha.
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10. OCTAJIE KBAZIPATHE
JTUNODPAHTOBE JEJHAUYMHE

10.1. JETHAUMHA x*+y’=pz’

Jennaumna x* + y* = 27° MMa TPUBHjATHO ellerme X = y = Z = K. AJlN ce
[I0CTaBJba IUTAKE U APYTHX peLICHA.

[IPUMEP 133. Oopedumu onwime pewerse jednauune x° + y° = 27 .

PEIIEE: ¥ 3amatky 490. mokasaHo je 1a jeAHAYHHA X° + y° = N HMa
jemnak 6poj pemrera® kao jenHaumHa X© + y© = 2n, 11a je 9aK yCIOCTABJ/bEHA 1
JEIMHO3HAaYHA KOpecHoAeHITja n3Mehy pemema oBUX Jiejy jeaHadnHa: (X, y) —
(X-y,x+y).

To 3Haun na ako IluTaropuHa jemHaumHa X° + y° = z° HMa  OIIITE
pememe X =2mn, y=m’>—n’> u z=m" + n’, ouaa he JuobanTosa jexHaunna
x> + y* = 27° UMaTH omuITE peleke Koje je AeuHIcano GopMyiama: X = | m’ —

, y= | m” - n* - 2mn | 1 z=m"+ n’. Tpeba HATIACHTH [a Cy YCIOBH
3a mapaMeTpe m U h jeTHaKH ycIoBUMa Kof [Tutaropune jenHaunHe.

n® + 2mn

Panmje je moxasano na JlmodantoBa jemHaumHa X° + y© = 3z ceM
TpuBHjaHor pemersa (0, 0, 0) Hema Apyrux pemersa. *'

JlnobanToBa jeqHaunna X* + y* = 4z° ce MOXKe ITOCMATPaTH H y OOIHKY X
+ vy = (2z)°, ma je jacHo 1a je Taxa (X, y, 2z) Ilutaropuna tpojka. To 3Haun 1a je
FbCHO OIIIITE PeIlerhe X = 2mn, y =m° —n° u 2zZ = m’ + n°, y3 J0JaTHE YCIOBE
3a mpuponHe O6pojeBe mu n: (1) m>n; (2) m u n cy ucre napHoctu (jep he
caMo TaKo z Guth npuponas 6poj).**

MebyTum, pelema jefHaunne X° + y° = 4z° ce MOTy IOCMATpaTH H Kao
KOPECIIOICHTHA Ca peIlemhHMa jefHaunHe X° + y° = 27°. Tana he ce noburu
ommre pememe: X = 4mn, y =2(m>—n’) uz=m’ + n’,

OBaj HauMH pemaBama MpodiieMa je MHTepecaHTaH 300T Tora INTO je
OUMITIEJHO 1A je[HAYMHA X + y° = pZ° MMa HETPHBHjallHHA PELICHA U JAKO Ce
JI0JTa3H JI0 pellee 3a cBe Opojese p = 2°.

40 To 3Haum u Ja aKo je,uHatha X2 + y2 = N HEeMa peuiChkha, OHJa UX HEMA HU

jenmaumna X +y” = 2n.

Bunern panuje pazmatpano notrnoriasise 4.10. o pemrasamy nodaHToBIX
jeIHaYMHA METOIOM "HajMamer’ peremha

Kao mrto je 3a [lutaropune 6pojeBe HampaBJbeHA TAONHUIIA PEIICHA, TAKO CE MOXKE
YUUHHTH U 32 CBE JPYre jeIHauMHE YHja Pellietha 3aBKCe O BUILE apamerapa.

41

)
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10. Ocrane kBaapathe JluodpanTose jexnaunne — 10.2. Jenmaunma x* + py” = z°

C/IHYHO ce MOXKe MOCMATpaTH M jeJHauMHa X° + y° = 5z°. OHa uMa
TpPUBHjaNHO pememe (K, 2K, K). AKo ce npuMmeHu JlnodaHToB MeToxd, mocie
yBoljera CMeHe jefHAauMHA Ce CBOAM Ha a’ + b> = 5, a moToM ce TpaHcho-
pMmarjoM a = 2 + mt, b = 1 + nt, u Bpahambem cMeHe A00Hja OMINTE peIIcHe
jenmaumme: X = 2n° - 2m’ — 2mn, y =m’ —n’ - 4mn u z = m* + n’.

Jenmaumna x* + y* = 62° cem tpuBujansor (0, 0, 0) Hema ApPyrux
1enobpojHuX penrera. OBo cieu u3 Beh MOMEHyTe YMEHEHHIE A jeAHAUYMHA X
+y” = 32’ Hema pemema (6poj pemema je 0), jep Taga u jenHaunHa X+ y° =2 -
37% UMa HCTH Gpoj pelemba.

Ako je X + y* = 77" oHma ce METOJOM "HajMamer’ pelema MOXKe
JIOKa3aTy J1a 1aTa jeIHaYnHa, CeM TPUBHUjaTHOT HeMa JPYTHX peleha.

Jennaumna x* + y* = 87°, caja y kiacy jenHaumHa X© + y© = 22 u uma
HETPHUBHjAJTHO PEIICHE.

JacHo je na jemmaumma Xx° + y° = 9z° MMa TPHMBHjalHO pellCHE
3k, 0, k). Kako je x> + y* = (3z)°, OHma je ONIITe pelICHE jeIHAYNHE
nebuHKCaHO penanpjama: X = 6mn, y = 3(m’—n’) 1z =m’ + n°.

3a jenHaUMHY x>+ y2 = 102> = 5-27° ce ommite pELICHE MOXKE U3BECTH U3
pelieba jenHadnHe X- + y> = 577 U Npolec HCTPAKMBAA C& MOXKE HACTABHTH
MOjeIMHAYHNIM pa3MaTpamuMa.

10.2. JETHAUMHA x° +py’ =z

Jenmaumna x° + 2y° = Z° ce tpancdopmaumjom 2y’ = z0 — X° =

(z + X)(z — X) CBOJM HA CHCTEM jeaHadmHa Z + X = 2y, Z — X = y. Kako y Mopa
3
2Y 3k

2

Outu mapaH Opoj, 3Haum y = 2K, Ao0Hja ce Ja je zZ =

Y

X = — = K. Jlakre, jeqHO pemene je X = K, y = 2K, Z = 3K.

OBHUM jeHOCTaBHUM TpaHC(OpMaIfjaMa cy JaTa camo Heka, ajld He U CBa
pemema. J[nodanToBUM MeTOIOM A00Hja ce jeqHo oa Moryhux Kiaca periema
pemema: x = 2n° — m° — 8mn, y = 2m’> - 4n° - 2mn wu
z =3(m* + 2n%). Meljyrum, Moryhe je 1 1aneKo ONIITH]e pa3sMaTparbe.

IIPUMEP 134. Oopedumu onwime pewerve jeOnauune x> + 2y° = z° .
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10. Ocrane xBagparse [unodantose jeqnaunae — 10.3. Jemnaumna x>+ py2 =7

PEIIEWE: U3 x> + 2y* = z* cieau 1a cy X u z ucte mapHoctu. Kako je
2y =22 - xX = (z+ x)(z—X), TOCYy Z+ X U Z — X mapuu Opojesn. Hexa je
z+x=2auz-x=2b,majely =4abuy’ =2ab. Jlakie, y Mopa GUTH mapaH
6poj, a 2ab je mornyH kpampar. Heka je a=2m’ u b=n’ (m, n eN). Taza je
X =2m’ - n%, y=2mn u z:2m2—n2(m,neN).A1<oje a=m’ u b=2n
(m, n eN). Tana je x =m’-2n%, y=2mn u z=m’-2n’ (m,n eN).A

AKo ce TocMaTpa jefHaunHa X© + 3y = z°, OHJA je TPHBH]AIHO PEIICHe
jemHaumHe X = Yy = z = K. JInopaHTOB METON 1M0CTa JIaKO Maje jemHy KIacy
pemema: X = 3n* — m’> — 6mn, y = m”> — 3n° - 2mn u z = 2(m* + 3n°). Onmruje
perieme ce MOXKEe TOOUTH TOCTYIIKOM CIIMIHUM IIOCTYTIKY y TipuMepy 134, koju
MOJKe OWTH YHHBEp3aJaH U MPUMEHUB He caMo 3a p = 3, Beh 3a cBaku npupoan

0poj p.

OuurnenHo je Aa 3a CBaKO p Koje je mpupodaH Opoj JaTa jemHadYnHA
x> + py’ = z° uMa GECKOHAUHO MHOTO pelliera Koja ce 100ujajy Tpancdorma-
anmjoM py” = z° — X = (z + X)(z — X) U pelaBameM jeIHOr o1 MOryhux cHcTeM
jenHaynHa (Ha IPUMeEp) Z + X = py, Z— X =Y. AKO ce CTaBH J1a je y = 2K, no0uja
ce pammimja pemwema: x = (p— Dk, y =2k, z=(p + 1)k.

"Bosba" pelera ce Mory 106utH JuohaHToBOM 1 ApyruM Merogama.”

10.3. JEQHAUMHA px* +qy” =12’

Jennaunna px” + qy° = rz° re Cy p, q M I JaTH IPUPOIHH OpOjeBH ce
MOYe PasMaTpaTH CITMYHO MPETXOIHHM CIydajeBuMa.” Pa3sMOTPHMO HEKOIMKO
KOHKPETHHX MPUMEpa:

IIPUMEP 135. Oopedumu onwme pewerse jeOnauune 2x° + 7v° = 2 y
CKYny yenux opojesa.

PEIIEWE: Jenno maptukymapuo pememe he momohu ga ce JImodant-
OBHM METOJIOM oJipean 0ap jemHa ¢opMmyra Koja TeHepHIne OECKOHAYHO MHOTO
pemewa. Kako je jemqHo TakBo pemieme X, = 3, ¥, = 1, 7, = 5, jenHaunHa uma
OeCKOHAYHO MHOTO pelekha Koja TeHepurry hopmyie: X = 3K, y =K, Z = 5K.

 Jenuo pememe jennaunue x> + py> = z> 3a CUTyauujy Kajia je p OpocT 6poj BUIETH

y km3u JoZe Graselli: Diofantske enacbe — Knjizica Sigma, Ljubljana, 1984, ctp. 64 - 67.
HeraspHuje o kBagpatHuM J[rodaHTOBUM jeHaYMHAMA, MOXKE C€ BUACTH U Ha CajTy
http://mathworld.wolfram.com/DiophantineEquation.html

Omure perete kBaaparHe JnodanTtoBe jeqHaunte BUACTH y Kibu3n Bragumup Muhuh,
3opan KanenOypr, dyman HBykuh: YBoa y Teopujy 6pojea, pyumrBo marematrndapa Cpouje
Beorpan, 2004, ctp. 50-51.

44
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10. Ocrane kBaapathe Juodantose jennaunne — 10.3. Jensaunna px” + qy* =1z’

Kiaca pemema ce mobuja JI[modaHnToBUM METOIOM M TOCe 00aBJHEHHUX
TpaHcopmanuja ciaenyd IBOMpPAMETapcKo pemiewme aare JuodaHnToBe jemHa-
apne: X = 21n* — 54m” — 70mn, y= 2m® - 63n® - 60mn; z=5 (2m2 + 7n2).A

I[IPUMEP 136. Oopedumu céa pewera jeonauune 3x° + 5y° = 307 y
cKyny yenux 6pojesa.

PEIIEWKE: Kaxo cy 5y° u 30z° nebuBH ca 5 To Mopa u 3X° GUTH
IeJbMBO Ca 5, IITO 3HAUHM 1a je X = 5a. Taxa ce no6uja jeqnaunna 75a° + 5y° =
307°. lesverbeM ca 5 ciemu aa je 15a° + y* = 62°. Kako cy 15a” u 62 nesbusu ca
3, To Mopa 6uth u y*, ma je y = 3b. Tana je 15a> + 9b” = 62° u mememeM ca 3
nobuja ce jemHaumna 5a° + 3 b> = 27z°. JeaHo ox Moryhmx pemema no0ujeHe
jemauune je a, = 1,b,=1nz,=2.

JlobujenHa jemHaunHa je €KBUBAJICHTHA Ca jeTHAYNHOM:

a)>  (b) a b
5(—] + 3(—] = 2. Ako ce yBeme cMeHa O = — W [ =—, oHma je
z z z z

1
507 + 3B* = 2. JemHo pelerse n06ujeHe jenHaunHe je 00 = Po = 5 Axo je

1 Sm + 3n
o= 5 + mt B =§+nt,z[o6njace;[ajet = — ——— . Ilocne

5m? + 3n?
MIPUMEHE CBUX KOPHIMNEHUX CMEHA T00Mja ce JBOmapaMeTapcka Kiiaca pemiemha
JaTe jeqHayuHe: X = 5 (3n2 - 5m’ - 6mn); y = 3(5m2 - 3n* - 10mn) u
z=2(5m" + 3n°). A

I[IPUMEP 137. Jokasamu da jeonauuna 4x° + 16y° = 3z2° nema pewera
Y CKYRy npupoOHux 6pojesa.

PEIIEWE: Axo ce yBemy cMeHe 2x = a u 4y = b, jeqHaunHa mocraje
a’ + b’ = 37°. Pannje je n0Ka3aHO 1a jenHaumMHA X° +y° = 37> HeMa pellema y
CKyNly TNpHUpPOTHHX OpojeBa, YMMeE je JAOKa3aHO Ja M JaTa jeJHaYlMHa Hema
peuema. A

10.4. JETHAUNHA x*+y +z" =t

Jemmaunna x° +y® + 70 = ' ce MOXe IOCMATPATH Kao MPOIIMPEHE
IMuraropune jegnaumne. [locTaBibajy ce KJIacMYHA MUTama: Jla JIK jeJHAYNHA
“Ma ¥ KOJIMKO periema’? MoXe JIM ¢e OIPEANTH OIIIITE PEIICHE?
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10. Ocrarne xBaapatre Juodantose jennaunne — 10.4. Jeqmaunna x* + y* +2° =t

HIPUMEP 138. Jloxazamu 0a I[lumazopunux wemeopku, mj. bpojesa xoju
3a00606a6ajy jednauuny X° + y° + z° = ', 20e ¢y X, y, 7 u t npupodnu 6pojesu,
UMa 6eCKOHAYHO MHOZO.

PEIIEIE: Kako je 3% + 4% + 122 = 5% + 12° = 13% 10 je (3, 4, 12, 13)
jemna Iluraropumna derBopka. Mehytum, tama je u (3k, 4k, 12k, 13k) Takohe
IMuraropuHa ueTBOpka, MmMTO JOKaszyje na [luTaropuHUX 4dYETBOPKH UMa
OCCKOHAYHO MHOTO, Maja JIOOMjeHO pellekhe He omucyje W cBe [luraropune
YETBOpKE. A

HIPUMEP 139. Oodpedumu 6ap jeony o0 gamunuja ¢opmyra x = x(k),
y=y(x), z=2(k) u t=1tk) maksux oa je X’ +y2 +7 =1

PEIIEE: Pememe 2° + 3* + 6° = 7%, kao u pelIekhEe MOMEHYTO Yy
nperxoaHoM mpumepy 3 + 4% + 12 = 137 ykasyjy Ha popmyny X = K, y = K+1,
Z =k(x+1) u t= K* + K + 1. 3amcra je x* + y2 +78 ="+ (I<+l)2 + (I<(K+l))2
=K+ +2k+ 1+ 426 + K=K+ K+ K 4K+ K +K+K +K+ 1=
K +k+ D+ +xk+ D+ +x+1) =@ +x+1)°= LA

AKO OU ce y HCTPaKUBaY jeHAYHHE X° + Yy  +Z° =t* KPEHYJIO0 H MaJo
JlaJbe MOTJIO O ce 3aKJbyJuTH clienehe:

[IPUMEP 140. Onwme pewere jeonauune x> + y° + 722 = £ y ckyny
npupodnux bpojeea degpunucano je credehum perayujama: x = 2p, y = 2q,

2 2 2 2 2 2
+q° —r +q° +
Z:P q ut:P q r

r r

20e ¢y p, q u r npupoonu bpojesu
Kkoju ucnymasajy ciedelie yenose: (1) p° + q° je oemuso car; (2)p° +q° >r'.

PEIIEE: Kako 6poj t* mpu mesbemy ca 4 maje ocratak 0 wu 1, To n
JieBa CTpaHa jeqHAKOCTH MOpa UMAaTH MCTH OCTATaK IpH NeJbemy ca 4. JacHo je
Ja aKko je t mapaH OHAAa M X, Y U Z MOpajy OUTH NMapHH, Ma CE ICJbECHEM
jenHauynHe ca 4 (jemHOM, [1Ba, WIIM BUILE ITyTa), OTIET HA KPajy I0Ja3u 0 cirydaja
Kaja je t HemapaH. Taja je OuurieHo Aa Cy JBa Of TpH Opoja X, Y U Z MapHH, a
jenaH Hemapas.

Hexa je x = 2p u y = 2q*°. Heka je z nenapan. Kaxo je t > z u kako cy o6a
HeTapHa TO je ’BHUX0Ba pa3iiKa mapa 0poj, Tj. t—z =2r unu t = 2r + z. Kaxo
jex’+y +27=t,10jexX’ +y =4dp’ +4q°=t- 2 =(t—-2)(t +2) =2r 2r + z +
z) = 4 + 4rz

% Bumern texct y kmmsu Joze Graselli: Diofantske enadbe — KnjiZica Sigma, Ljubljana, 1984,

cTp. 64 - 67.
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10. Ocrane kBagparue J{nodanrose jennaunne — 10.5. Jeqnaunua X2 F o+ X2 = Xt

U3 jenmaxoctu 4p° + 4q° = 4% + 4rz cnemy naje p° +q° - r° =rz. Tana je

2 2 2
+q° -1
z = P *9 7t y3 yciose: (1) 30up p2 + q2 je JZleJbuB ca T;
I

Qp+q >r. A

Hexa pemrema jate jeqHaunHe X + y° + z° = t° NpUKa3aHa Cy, CIHYHO
[Mutaropunum OpojeBuma y cienehoj Tabenu koja je coprupaHa mo pactyhum
BpeaHOCTHMA Opoja t:

P q p2+q2 r X y z t
1 1 2 2 2 2 1 3
2 1 5 1 4 2 4 6
3 1 10 2 6 2 3 7
4 2 20 4 8 4 1 9
3 1 10 1 6 2 9 11
6 2 40 8 12 4 3 13
5 1 26 2 10 2 11 15
7 1 50 5 14 2 5 15
6 4 52 4 12 8 9 17

HIPUMEP 141. Oopedumu cee bpojese X, y, z, Mako 0a 8adiCU jeOHaKocm
2 2 2 2
X +y +7 =15
. p2 n q2 + 1‘2
PEIIEBE: Ha ocHoBy Teopeme 16. ciegn na je t = —————,
r
OJHOCHO p° + q° + 1* =15r. ITpoBepom 3a pasHe BpeaHocTH r (0 <1 < t = 15)
no6uja ce 1a je p° + q° € {14, 26, 36, 44, 50, 54, 56}. Kako je 26 = 17 + 5%, 36 =
0°+6%50=1*+7> =5+ 5% 10 Cy CBa pelIcHka: 22+ 10+ 11°=15*;0*+ 122
+97 =152+ 14 +5 =155 10°+ 10°+5° = 15%. A

10.5. JEMIHAUMHA X, + X5> + oo + X~ = Xyt

JenHaumHa  X;P + Xo + o + Xyo = Xpe1” je Beh pasmarpaHa 3a n jegHako 2

u 3. Hapexnnu npumepu mnokasyjy Ja jegHauyMHa uMa OECKOHAYHO MHOTO

peuicma, a MOTry €€ U3BECTHU U MHOT'O Z[eTa.]'bHI/Ija pa3Marpama npo6neMa.47 48

47 JlerasmHuje 0 0Boj jenHaunHy BUAETH y Kibi3n JoZe Graselli — Diofantske enacbe, KnjiZica

Sigma, Ljubljana, 1984, ctp. 64 - 67.
HeraspHuje o kBagpatHuM J[rodaHTOBUM jeHAYMHAMA, MOXKE C€ BUACTH U Ha CajTy
http://mathworld.wolfram.com/DiophantineEquation.html

48

130



10. Ocrane kBagparue {nodanrose jennaunde — 10.5. Jeqnaunua X2 F e+ X = Xt

IIPUMEP 142. Jlokazamu oa jeOnauuna XP xS+ xP xS =x5 uma
OEeCKOHAUHO MHO20 peuierba.

PEIIEIE: Kako je 3° + 4% + 12* + 84 = 857, 1o je dammnmja pemrerba
nate jeqHaunHe neuHucana ypehenom nmeropkom (3k, 4k, 12k, 84k, 85k), rae je
K Omio xoju npuponan Opoj. OUuriieIHO je Aa TaKBUX pelliemha MMa OECKOHAYHO
MHOT0, YMME j€& JI0Ka3 3aBpIIcH.A

Crnnuan J0Ka3 CC MOXKEC M3BCCTHU U 3a OIIIITH cnyqaj.

IIPUMEP 143. Jloxaszamu 0a jeOnawuna XP X7 H e+ X, =X uMa
OEeCKOHAUHO MHO20 peliersba.

PEIIEWE: Joka3 ce m3BoAu MaTeMaTHYKOM WHIYKITHjOM 10 n (n 2. 2).
1) 3an =2 tBpheme Baku (Teopema o [lutaropuauM Tpojrama).

2) IlpermocraBUMO Ja jeqHAYMHA x12 + X22 + ...+ an = sz nMma
OECKOHAYHO MHOTO PEIIeHha.

3.1.) Axo je X,y mapas 0poj, oHIa je X,y = 2K, 1ma mocroju [Ilurtaropuna
TpOjKa Xnt1 = Yo = 2K, Y1 = K - L, Vo2 = K +1. Taﬂaje YHZ + yn+12 = Yn+22~ Kaxo
j€ 0 MHIYKITH]CKO] TPETIOCTABIM jeAHAYNHA X2+ X2 4 ot X2 = Xpey© MMA
OCCKOHAYHO MHOTO peIlickha TO U jeIHAYMHA X2+ X0+ X+ yn+12 = yn+22
“Ma OECKOHAYHO MHOTO pelIekha.

3.2) Ako je X, HEHemapaH Opoj, OHAA je X, = 2K + 1, ma mocToju
IMutaropuHa TpojKa X, = Yo = 2K + 1, You1 = 2K(K + 1), Yoo = K+ (x +1)2. Tana
je yn2 + ymz = yn+22 Y TaJbU TOK JTOKA3a je IeHTHYaH Toka3zy mox 3.1). A

Uneja cagpkaHa y OBOM INPETXOAHOM J0Ka3y MOKE OWTH KBaJIUTETHO
nckopuinhena 3a popmuparse [Turaropuaux n-topku (3° + 4% = 5%, 37 + 4% + 127
= 137, 3> + 4* + 12° + 84 = 85°...) u pemaBame KBagpaTHHX JIHO(BAHTOBHX
jenHaumna 06mHKA X;> + X,© + ... + X,© = X1~ Meja je mocra jenHocTaBHa, jep
ce mpu mpenacky ca Iluraropmne n-Topke, Ha N+1-TOpKy YCTBapH TpaxH
[MuTaropuHa Tpojka Koja Kao KaTeTy CaipXd X,. KOHKpeTaH alropuraMm KOjH
pasmartpa HauMH pemraBama oBe JlnodaHTOBE jenHaumHEe je MpPUCYTaH Yy
nuTepaTypu’’ M MOKE Ce BEOMa YCIEIIHO NpPEHETH M Ha padyHape, UMMe Ce

50
OJIaKIllaBa U3pavdyHaBambC pCUICH:A.

% Bupern kmury JoZe Graselli — Diofantske enacbe, Ljubljana, 1984. ctp. 66 - 70.

HeraspHuje o kBagpatHuM J[rodaHTOBUM jeHAYMHAMA, MOXKE C€ BUACTH U Ha CajTy
http://mathworld.wolfram.com/DiophantineEquation.html
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10. Ocrane kBanparue nodanrose jenHaunne — 10.6. Cucremu [nodaHToBHX jeHaYMHA

10.6. HEKU UHTEPECAHTHHU CUCTEMU
KBAJIPATHUX JTUOPAHTOBUX JEJJHAUMHA

Jenna on HajjeTHOCTABHHMjMX NPHUMEHA TpeTHpaHUX KBaapaTHuX Jlmoda-
HTOBHUX jeJHaYMHa je Moryha koxa cucrtema jenHaunHa. Heku cucremu [Inoda-
HTOBUX jemHaunHa Beh cy KOpWIINEHH Yy MPEeTXOAHMM MorjaBbuMa. O jorr
HEKNM cHCTeMHMa KBampaTHuX JluodaHToBHX jemHaumHa he OuTm peum y
HapeIHUM MpUMEpUMa, TIPH Y€MY c€ MOpa HarjlacuTH /a Y OBOj MPOOIeMaTUIIH
HeMa MoTpede 3a HEKUM BEJTHKHUX TEOPH]jCKUM YBOAMMA.

IHIPUMEP 144. Odpedumu cee yene 6pojese x u y maxko oa je
3.3 si
X —y =91

PEIIEWE: Mako oBo HHUje y CYIITHHH CHCTEM, Beh jemHa jeqHaunna, oHa
ce y cTBapu cBoau Ha cucteM J[ModaHTOBUX jemHayMHA, O KOjUX je jeHa
kBagpatHa. Kako je X’ = y° = (X - y)(X* +Xy + y°) W KaKoO je X° +Xy + y* =

1

Py ( L y2 + (X+y)2 ) >0 To 3Haum ma cy oba ¢akropa, JaKie X —y H
x> 4+Xy + Y’ [O3UTHBHA, jep BHXOB IPOM3Boa Mopa 6uti 91 = 7 - 13. 360r Tora
Ce pas3NuKyjy YeTHPH CIy4aja:

1) x—y=1u x*+xy+y =91; 2) x—y=7 u X 4xy+y =13;

3) x-y=13 u X’+xy+y =7; 4) x-y=91 u x> +xy+y = L.

PemraBamem oBa dWeTHpu cucTeMa A00H]jajy ce WM CBa peliema JaTor
npobnema: (- 5, - 6); (3,-4);(4,-3);(6,5). A

IIPUMEP 145.  Mejcnepos npobnem: Y ckyny npupoonux Opojesa
pewumu cucmenm jeOnauuna: X + y =zt, 7+ t=xy.>’

PEHIEWE: Ako ce nate jenHaunne cabepy moduja ce jeqHadrHa Xy + zt
=X+y+z+tomakiejexy- x-y+1+zt—z- t +1= 2. Dakropuzaiyjom
ce nobuja cneacha jemnaumna: (x — 1)(y — 1) + (z— 1)(t — 1) = 2. Pasnmukyjy ce
TpH clly4aja:

31 3aparax jeca 1. MO y IMoseckoj 1949. rogune. Bunetu kwury Crapuesnu C, bpoeku E.:

ITonbckue maTemaruueckue onumnuael, Mup, Mocksa, 1978.

2 3amarax je ca 29. Mockoscke MO u3 1967. roquue. Bunern xmsury ansnepun I'.A., AK.

Tonmsiro: MockoBckue maremaTuueckue oaumnuansl — "Tlpocsemenue’, Mocka, 1987.
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10. Ocrane kBagparue nodanrose jenHaunne — 10.6. Cucremu [nodaHToBHX jeHaAYMHA

1) Akoje (x—1)(y-1)=0,0ommaje(z—1)(t-1)=2. Tagajejex =1
wmy=1,a u3 (z— 1)(t—1) =2 ce nobujajy nse moryhHocT: z =2, t=3 uu
z=3,t=2.Tagaje x+y=6uxy=>5, nace 1o6ujajy cinenecha pemema:
(1,5,2,3); (1,5,3,2);(5,1,2,3); 5, 1, 3, 2).

2) Axoje(x—1)y—-1)=1u (z-1)(t-1)=2,0Hmajex=y=z=t=2.

3) x—1)(y-1)= 2 u (z-1)(t-1) =0, nobujajy ce pemema Koja cy
cuMeTpudYHa ca ciydajeM mof 1). Jlakne pemema cy: (2, 3, 1, 5); (2, 3, 5, 1);
(3,2,1,5);(3,2,5, ).

IIpema ToMme jemHauMHA MMa YKYITHO 9 pemrema. A

IIPUMEP 146. Oopedumu cge yene bpojese X, y U 7 KOju 3a0080./6a8ajy
2

jeonauune 77 —xy=x+y+6 u X’ +y = 7.,

PEIIEE: Ako je x*+y* = Z°, OH/Ia je IpBa jeHAYMHA CHCTEMa [0CTaje
X*+y' —Xy—X -y =6, Ma ce MHOXeEeM ca 2 1o0uja X —2x + 1 +y° =2y + 1
+ x>+ y* — 2xy = 14. lo6ujena jequaunna (x — 1)* + (y— > + (x —y)* = 14
uMa peliema ako cy cadupuu 12, 22 u 32

PaznukoBamem ciydajeBa A00Mjajy ce peliema JApyre jeAHaunHe
X +y’ - Xy - X —y = 6, ogHocHO jenHaunne (x — 1)* + (y — 1)* + (x — y)* = 14.
Ta pemema cy: (2, -1); (-1, 2); (0, 3); (3, 0); (4, 3); (3, 4). Ouurneano na apyry
jenHaunHy x> + y2 =7 3aJI0BOJbABAjy caMo pemewma (X, y, z ) € { (0, 3, 3);
(3,0,3),3,4,5); (4,3,5)}.

[IPUMEP 147. Jlokasamu da cucmem jeOnauuna: X' +y° =25,y + 2= 1
HeMa peuterbd y CKYny npupoonux opojesa.

PEIIEBE: Akojex’+y =2 u y +2z° =t, oHmaje X+t =27%
Jlobujena jeqHaunHA UMa periema X = X, - t,, t =X, + to, TZIE CY X, U t, perema
jemnaumne x>+t = z°.° Kako je ommiTe pemrema jexHadnue X+ t° = z° 1ato
dbopmynama X, = 2mn, t, = m’—n’> u z=m’+ n’, ouna he jemHagmHa
x* + t* = 27" uMaTH ommTe pememe Koje je nebuuucaHo QopMynama:
x=m’—n’-2mn, t= m*-n’+2mnu z=m>+n’.

Kaxo je u3 gpyre jeqnaunne cucrema y> =t° - z°,T0 je y° = (m’-n’ +
2mn)2—(m2+n2)2= (m2—n2+2mn+m2+n2)(m2—n2+2mn—m2—n2)=
(2m2 + 2mn)(2mn - 2n2) =2m(m + n)2n(m — n). Jlakre, y2 = 4mn(m2 - n2). Hexka
je D(m, n) = d. Taga nocToje y3ajaMHO IPOCTH MPUPOAHU OPOjeBH a U b TakBH
maje m=ad un=bd. Crenu na je y2 =4mn (m* - n%) = 4ad - bd (a’d* — b*d?) =
4ab - d* (a> - b?).

3 Bupnern nornasise 10.1.
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10. Ocrane kBanparue nodanrose jenHaunne — 10.6. Cucremu [nodaHToBHX jeHaYMHA

Kaxo je y* = 4ab - d* (a® — b%), To he mecHa crpaHa jeqHAKOCTH OUTH
TMOTIYH KBaApaT ako je ab - (a’ — b®) motmyn kBaapat. Kako cy a u b y3ajamuo
npocTH 6pojesn, ma 6u u3pas ab (a’ — b*) GHO MOTIYH KBaApaT MOTPEGHO je 1a
6yze a’— b’ =x’ab, onHo-cHo a’ - K’a-b —b® = 0. Ako ce moOUjeHa jexHAKOCT
mocMaTpa Kao KBaJpaTHA jeTHAYMHA I10 a, pellaBamkeM jeHadnHe ce mobmja

kb = k*b? +4b% kb & by k! +4
2 - 2 '

Jla 6u a Guo mpupogaH Gpoj Mopa AMCKPHMHHAHTA, Tj. M3pa3 K + 4
6urn notmys keazpar. To je Moryhe camo 3a k = 0, jep jenHaunna ' +4 =p’

a2 =

“Ma jeTUHCTBEHO pereme p = 2, kK = 0.

Axo je k = 0, onza je a* - b’ = ¥’ ab = 0, ma je a = b, wTo je HPOTUBY-
PEYHO TPETIOCTABIN a Cy a M b y3ajaMHO MPOCTH TPHUPOJHH OpojeBH. A

[TPOBJIEMUA 3A YBEXXBABABE

541. Axo cy X, y u z menu OpojeBH, OHAa jeAHa4YMHA X° + y° = 13z’ nma
OCCKOHAYHO MHOTO peliema. Jlokazatn. Mory Jid ce onmmcaTH CBa pelliekha JaTe
jenHaunHe.

542. JlokasaTu 1a jeqHauMHA X° + y° = 7z’, CeM TPUBHjAJHOT pelcHha HeMa
JIPYTUX peIriekha Y CKYITy IeIux Opojera.

543. Ommre pememe [uodanToBe jenHaunHe X° + y° = 2z° 1ato je (popmy-
mama: X = m’ - 2n°, y = m® + 4mn + 2n° 1 z = m®> +2mn + 2n° (m u n cy
npupoanu Opojesn). JJokazaru.

544. OppemuTn mpupoxHe GpojeBe a, b m ¢ TakBe ma je a® + b> + 3¢’ =
(a+b+c)

545. OppemuTH OIMIITE PelICHE jefHAYHHE X~ + 5y° = 7°
546. OxpeauTH ONIITE peliekE jeaHaunHe X + 2y = 47°.

547. Axo je p mpoct 0poj, a m ¥ n IPUPOIHU OPOjeBH, OHAA Cy CBa pellIcHmha
jenmaumme x° + py’ = z° nata ¢opmymama: X = m(pn’ - 1); y = 2mn u
zZ= m(pn2 + 1). Jokazaru.

548. Axocy t, by, .., t, IpUpOIHA OPOjEBH OHIA OPOjEBU X| = N R
Xo = 20ty 5 e 3 Xy = 245ty M Xpaq = U + b 4t £, 32/10BOJbABAjy jeTHAYNHY
Xlz + X22 +..+ an = Xn+12 . Jlokazatu.

549. JlokazaT Aa CHCTEM jelHauuHa: X +y = zt, Z + t = Xy uMa OECKOHAaYHO
MHOTO pellieha y CKYITy LeIuX OpojeBa.
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10. Ocrane kBagparHe J[nodanTtose jeqHaunHe

550. JlokasaTW na cuCTeM jefHaumHa X° + 7y° = 22 u 7X° + y° = t* uMma
OeCKOHAYHO MHOTO pelekha y CKYITy MelnX Opojena.

SAJALIA CA MATEMATHUUYKNX TAKMHUYEBA

551. Koju cy mnorpeOHM ¥ [OOBOJGHM VYCIOBH [la CHCTEMa jeTHAYMHA
X+ Ppy=NnHX+y=p°uUMa peliehe y CKyIly IPHUPOAHUX OpojeBa, ako Cy N U p
npupoaHu OpojeBu. Jlokazatm ma Opoj pemiema KOju ce Ao0OWja MpU THUM
ycioBuMa He Moxe Outu Behu ox 1. (Mahapeka - 1905.)™

552. Jloka3aTH 1a 3a CBAKM HPHPOIAH OpOj N jeJHAUMHA X,” + X;” + ... + X, =

y? MMa pelema y cKyIy IpupoxHux 6pojesa. (JIP Hemauxa 1981.)

[TPOBJIEMUA 3A UCTPAXKMNBAKE

553. Moxe i ce usmely jemHaunna X° + y* = p U X° + Y = pz’ YCHOCTABUTH
aHajordja Kaja je y muTamy BPEIHOCTH IMPUPOTHOT Opoja p 3a Koje jeIHadYnHE
UMajy, OTHOCHO HEMajy pelliekha.

554. Moxe i ce OIPEIUTH OIIITE PEIIeHhe jeHAYMHE X + Py’ = Z°, aKO je P
npoct Opoj?

555. Hcnuratu 3a Koje BpeIHOCTH MPUPOAHOT Opoja n JnodaHToBa jeqHaunHa
nx* + (n+1)y” = (n+2)z” uma 1eno6pojHa pemera?

5 . . . .
* OBo je BepoBaTHO npBa JlHOGaHTOBA jeIHAUMHA KOja Ce M0jaBHIIA HA HEKOM

MaTEMAaTUIKOM TaKMHUYCHY Yy CBETY.
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11. JUOPAHTOBE JEJJHAUYNHE
CTEIIEHA n (n > 2)

ITocne xBampaTHuX /[nodaHTOBHX jemHAaYMHA HOPMATHO j€ Jla Ce MaXKmba
MOCBETH W HekuM anrebapckum [lnodanToBuM jeqHaunHama crerneHa Beher on
nBa. He ymymtajyhu ce y Teopujcka pazmaTpama Kpo3 npumepe hemo miyctpo-
BaTH HEKOJIMKO KApaKTepUCTUYHUX jeJHaYrHa Tpeher, 4eTBPTOr W BHUIIHX
creieHa. OCHOBHM METOJ pellaBama OBHX jelHAauWHa je Kopumheme
HUICHTUYHUX alrebapckux TpaHchopmarja u Beh MO3HATHX YHIBCHHIIA O
JduodantoBuM jegHaunHAMA.

I[IPUMEP 148. [lokasamu Oa jeOnauuna x° + y° = 7' uma 6eckonauno
MHO20 peuterba, ako ¢y X, y u zZ yeau Opojesu.

PELIEE: Kaxko je x> + y* = z* = ()% 710 je (x, y, z°) Iluraropuna
TpojKa. 3Ha4M Ja TOCTOj€ TMPHUPOIHU OpOjeBHM M M N TakBHW Aa je X = 2mn,
y=m’-n’uz = m’+n’. U3 nocieame jefHAKOCTH CIIEM 2 je caja (m, n, z)
[MuTaropuHa TpojKa IITO 3HAYH J1a IOCTOj€ IPUPOIHU OPOjeBH P U ( TAKBH 1A j€
m=2pq,n=p°—q> U z= p° +q". Jlakse, ONIITe peleke AaTe jeHAYNHE je X
= 4pq(p’ - @) vy = l4p’¢’ - (0" - @)’
periema jacHO je na JaTa jeHadynHa WMa OCCKOHAYHO MHOTO IEIO0pPOjHUX

;z=p +q. W3 nobujenor ommrer

peuema. A

I[IPUMEP 149. JJokazamu da jeOnauuna X + 5 = y° nema yenobpojuux
peutersa.

PEHIEWE: JacHo je na cy OpojeBH X U y pa3iuuuTe MapHOCTU U Ja je
¥y =x* + 5> 0. Axo je x Henapan oHza je X + 5 = 2 (mod 4). Taj ciyuaj je
nemoryh, jep je Taza y mapas 6poj, ma je y° = 0 (mod 4). Ako je X = 2p mapas, a
y = 2q + | Henapan 6poj, no6ujamo jenmaumny (2p)° + 5 = (2q + 1)°, ogHOCHO
4p* + 5 =8q’ + 12q° + 6¢° + 1, 1ma ce mocre jgesbema ca 2 1o6uja 2(p° + 1) =
4q3 + 6q2 + 3q. Kako je nmecHa crpaHa jeIHaKOCTH JieJbUBa ca ( TO MOpa OUTH H
nesa, ma je 2(p” + 1) = kq (k€ N). Jlobuja ce jexnaunna q(4q” +(6 — x)q+ 3) = 0.
Ounrnemno q # 0, jep 61 Taga 6uno y =2q + 1 = 1, ma je x* + 5 = 1, mrro Huje
moryhe. Jlakie 4q° + (6 - K)q+ 3 = 0.

PemaBamem KBagpaTHE jeIHAYMHE 110 HEMO3HAaToj ( Jno0uja ce

K- 6%y (k—6)% 48
3

Mopa GHTH MOTIYH KBaaparT, Tj. (k — 6)° — 48 = D%

qio = . Ha 6u 6poj q 610 Leo NUCKPUMHUHA-HTA
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11. JInodanrose jeqnaunne crenena n (n >2)

PemraBamem noOujeHe jeqHaunHe 1Mo K U D mo0ujajy ce BpeIHOCTH 3a Koje
je q mpupogan 6poj. Jakne q =1 mwmq=3, majey=3 nmy = 7. Tana je
X° +5=27 wm x> + 5 = 343, 1a jeAHAYNHA HEMa LIETOOPOJHIX peleba. A

IIPUMEP 150. Jla nu jeonauuna x° + y° = 7' uma pewemwa y: a) ckyny
npocmux bpojesa; b) ckyny yeaux opojesa.

PEIIEBE: a) Pasnukyjy ce nBa ciydaja: z=2 u z> 2.

Akojez =2, oumajez' = 16 = x>+ y. JacHo je najey < 16, ma je
y <3, nakne y = 2. Taza je x* = 8, na jefHAYNHA HEMa pelleHa.

Axo je z> 2, oHza je z Henapas, 1a je u z' Hemapas 6poj. To 3Ha4H 1a Ha
JIEBOj CTPaHHU jeTHAKOCTH jeaH Opoj Mopa OWTH TapaH, a jeaH HelapaH.

Axo je x = 2, jenHaumHa moctaje 4 + y° = z', ma ce mobmja ma je
(z + 2)(z" = 2) = y’. Moryha cy mBa ciyuaja: 22 + 2=y uz —2 =1 wm
ZZ+2 =y uz -2 =y Kako ce u3 mpBor cucrema jegHauMHa 100Hja
y' =5, a u3 apyror y° —y = 4, T0 y OBOM CIIyuajy HeMa pellieka y CKYIy
MPOCTUX OpojeBa.

Ako jey =2, onma je x> + 8 =z, 1j. (ZZ + x) (Z — X) = 8, ma je
77 +x=4uz —x =2 Kako je pememe 100ujeHor cuctemMa z° = 3 u
X = 1, 3aKJpydyjeMo J1a jemHadrHa HeMa peliemha y CKyITy MPOCTHX OpojeBa.

b) U3 y3 =7 —x* = (22 + x)(Z* - X), cienu 1a je jemHa on MoryhHOCTH

ZZ+Xx=y u 7z — X =y. PemaBamem 100UjeHOr CHCTEM CIEAH aa je

-1
X = M u 82 =4y’ + 4y, maje 82" + 1 = (2y + 1)*. Ako ce yBeay cMeHe

a=2y+1ub=2z nobujacea’ —2b>= 1 (Ilenoa jenuaunna). Kako osa
jeIHaYMHA y CKYILy LelIUX OpojeBa MMa OECKOHAYHO MHOTO pellieha, TO U JaTa
jenHayrHa UMa OECKOHauYHO MHOTO pelIera Koja ce MOTy omucatd cienehum

dopmynama:
Yk = %((3"‘2\/3)1(4-(3_2\/3)1(_2 );

1
z, = —(B+2/2) = 3-2/2)¥};
‘ 4ﬁ( )
Ye(Yx =D
KT Ty
Hexka on pememsa cy: (0, 1, 1); (28, 8, 6); (1176, 49, 35)...A55

X (x je mpuponan Opoj).

5 Jennaunma je moceGHO TpeTHpaHa y CKyITy IPOCTHX 6pojesa, jep je pelerse

JIaTo y CKyIly Iiennx OpojeBa caMo jefHo o Moryhnx pemema.
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11. JTnodanrose jeqnaunne crenena n (n>2)

HIPUMEP 151. Konuko peuiersa y ckyny yeaux Opojeéa uma jeOHauuHa
3
x> —100 = 225y?

PEIIEE: Kako je x* = 100 + 225y 1 KaKo je AeCHa CTpaHa JeJbi-Ba ca 5
TO Mopa OuTH U JeBa, ma je X = Sk. JoGuja ce 125k = 100 + 225y, a mocie
nemema ca 25 jemHakocT Sk° = 4 + 9y w5k’ — 5y = 4y + 4. Cana je
5’ —y) =4(y + 1), may + 1 mMopa 6utH me/suBo ca 5. Ako ce y = 5m - 1
(m € N) 3aMeHH Y [OCTIeAbY jeAHAYNHY, OHAA ce o0uja qa je k' = 9m — 1. [la
6u K Omo obmmka 9m — 1, Mmopa k Ourm obnmka 3p - 1. Cieau ma je
K=0Cp-1’=9m-1nmm 27p’ - 27p*+9p-1=9m-1, 1§ m=3p’ - 3p”> +p.
Jaxre, x =5k =53p-1)uy=5m-1=53p’—3p”>+p) - 1. 3a cBaku 1o
0poj p mobuja ce jeaHO pelIeHke AaTe jeIHaYNHE TO 3HAYW Ja jeTHaYnHA IMa
0OECKOHAYHO MHOTO pelierma. A

IIPUMEP 152. Pewwmu jeonauuny x* - y* = 22 y cxyny yenux épojesa.

PEIIEIGE: [lata jeqnaunna je eKBUBAJICHTHA ca y' + z° = X' IITO 3HAYM
na je (y*, z, x*) Ilutaropuna TpojKa, Tj. Ja IOCTOje HPHPOIHH OPOjeBH M U n
TaKBH J1a je:

1) y2 =2mn, zZ = m’-n*ux’= m’+n’ Us MOCIIEHE jeTHAKOCTH CICIN
na je cama (m, n, x) [lutaropwHa Tpojka IITO 3HAYHM Ja TOCTOj€ TPUPOIHH
GpojeBH p M q TakBM Ja je m = 2pq, n=p ' —q° U X = p + q. Tazna je
y = 4pq (p° - @)

Hexka je D(p, q) =d.

Taga mocToje y3ajaMHO TPOCTH TPHPOJHH OpojeBH a M b TakBHm aa je
p=ad uq=>bd Cuemu najey =4pq (p° - ¢°) = 4ad - bd (a’d* - b°d®) =
4ab - d* (a* - b?).

Kako je y* = 4ab - d* (a*> — b’), To he mecHa cTpaHa jemHAKOCTH GHTH
MOTIIYH KBAZpaT ako je ab - (a® — b?) motmyH kBampat. Kako cy a u b y3ajammo
npocTH 6pojesn, ma 6u u3pas ab (a’ — b’) GHO MOTIYH KBaApaT MOTPEGHO je 1a
BaKH penarmja a” — b® = k” a-b, ogrHocHO a” - K’a-b — b> = 0. Ako ce nobujena
JEIHAKOCT TIocMaTpa Kao KBaJpaTHA jeHAYMHA IO HEMO3HATO] a, PEIIaBambeM
oOWjeHEe jeTHaYMHE CIICITH /1A je

k%b + kb2 +4b> kb £ byt +4
2 2 '
Jla 6u a 6mo mpupogaH O6pOj MOpa JMCKPHUMHHAHTA, Tj. H3pa3 K + 4 GuTH

notnyH kBagpat. To je Moryhe camo 3a k =0, jep jenHaunHa k' + 4 = p° numa
jeaMHCTBEHO pememe p =2, kK = 0.

a2 =
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11. JTnodanrose jennaunne creneHa n (n>2)— 11.1. luocdanrosa jenHaunHa Mapkosa

Axo je x = 0, onma je a’ — b’ =k’ ab =0, ma je a = b, wro je
NPOTHUBYPEYHO MPETHOCTaBUM Aa Cy a © b y3ajaMHO NPOCTH NPHUPOTHH
OpojeBH.

2) z=2mn, y2= m’-nux’*= m’+n’ U3 MOCIIEHE jETHAKOCTH CIICTU
Ia je cama (m, n, x) IluraropuHa Tpojka IUITO 3HAYM JAa MOCTOj€ TPUPOIHH
6pojeBn p M q TakBU Jaje m = 2pq, n=p°—q° u X = p° +q. Tama je
y'= [@-q)-4p’¢ |= [p'+q"-6p°¢’|.

Heka je D(p, q) = d. Tama mocroje y3ajaMHO IPOCTH MPUPOJTHU OPOjeBH a
vbrakeu 1aje p=ad uq=bd Cuemu gajey = d4|al4 +b' - 6a2b2| =
d*| (a® - b~ 2a%?| .

Haxne, uzpas |a4 + bt - 632b2|Mopa outu motmyH kBangpat. Kopu-
mhemeM MeTo/1a AUCKPUMUHAHTE Ce JTIoKa3yje 1a je To Hemoryhe. A

11.1. JUODPAHTOBA JEJHAUYMHA MAPKOBA

JlnodanTosa jennaunna Mapkoa uma oGIiK X° + y* + 22 = 3xyz,
e ¢y X, y U z uemu 6pojesn. Mapkos *° je maTy jesHaunHy pemo kopuctehu
WCKJbYYHBO METOJIE €IIEMEHTAapHE MaTeMaTHKe.

TpusujanHo pememe Aate jeqHaunne je X =y = z = 0. Jemno ox moryhux
pelema jeqHaunHe je u x =y =z = 1.

OuurnenHo je na je jeqHaunmHa CUMETpHYHA M Ja ako je (a, b, ¢) jemHo
BCHO pellieihe OHJIA je pelIekhe CBaka MepMyTaiuja Opojesa a, b, c. Mehytum,
jacHo je u 1a ako je (a, b, ¢) jeTHO peliene jeTHaYNHEe, OH/Ia € PEIICHHE U TPOjKE
(-a, -b, ¢), (-a, b, -¢) u (a, -b, -¢). 360r Tora hemo mary jeaHadYNHYy ITOCMATPATH
caMo y CKyIly MPUPOJHUX OpojeBa, jep ce ocTalia enoOpojHa periema NehuHI-
caHa MIPETXOHAM O0COOMHAMA.

Hexka je (a, b, ¢) jemno pememe /nodantore jemnaunne Mapkosa. OHna
je a jemHo o pemema jeHaunHe X- + b” + ¢ — 3xbe = 0. AKo 1aTy jenHAYHHY
rmocMaTpaMo Kao KBaJIpaTHY jeJHAYMHy 10 X, OHJa OHA IMOpexd peuiema X = a
¥Ma jOIl jeIHO pellere X = a', IPU YeMy Ha OCHOBY BueToBux mpaBuia Baxe
jemmakoct: a + a' = 3bc m aa' = b* + ¢’. Kaxo je a > 0, To je u a' > 0. Taxo
pememne (a, b, ¢) nedurMIIe Tako3BaHO "cycemHo" pememe (a', b, ¢).

3a pemewe (1, 1, 1) "cycemno" pelieme MO KOOPIUHATH X j€& pEIICHE
(a, 1, 1) rae je a' pemreme jeqHaunne x° — 3x + 2 = 0 koje je pasnuauto ox 1.
Haxie a' = 2, a HOBO pememe jenHaunHe Mapkosa je (2, 1, 1).

% Pycku marematnyap u akagemuk Auapej Anapejesuy Mapkos (1856-1922) je 1879.

TOAMHE PEIINo ATy jeAHaYHHy
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11. Tmodanrose jennaunne creneHa n (n>2)— 11.1. luocdanrosa jenHaunHa Mapkosa

Pemema (1, 1, 1) m (2, 1, 1) MapkoB Ha3uBa CHHTYJIapHHUM.

3a pemewe (2, 1, 1) "cycenno" peuiema MO KOOPIUHATH Y j€ pelICHE
(2, b, 1), rme je b pememe jeaHaunte y° — 6y + 5 = 0 pasmmuuto ox 1. Tako
nmobmjamo "cycenno" pemema (2, 5, 1).

Hacrarspajyhu mporec nqobuja ce na je 3a (2, 5, 1) "cycenno" pemiesme 1o
xoopauHaTH 1 pemremse jemnaunne z° — 30z + 29 = 0 koje je pasamuuto ox 1.
Hakne ¢' = 29 u "cycenno" pemewme (2, 5, 29). CiuyHO MO KOOpAUHATH 2
"cycyenHo" pelleme je pemreme jeaHadnHe x° — 15x + 26 = 0. 5. Jobuja ce
a' = 13 u HOBO pememe jenHnaunHe Mapkosa je (13, 5, 1).

Ako ce mporiec HactaBu go6wuja ce cieaehe "npeo” periema:

(13,5, 1) (2,5,29)
(13,34, 1) (13,5, 194) (433,5,291) (2,169, 29)

Yommire cBako HECHHTYIIAPHO pemiewke (a, b, ¢) reHepwuine Tpu "cycemHa"
pemema (a', b, c) (a, b', ¢) (a, b, ¢') Ipu YeMy Bake jeTHAKOCTH:

a'=3bc—a b'=3ac-b ¢'=3ab—c.”

HIPUMEP 153. Axo cy y pewery (a, b, c) jeonauune Maprosa Ose
KOOpOuHame jeOHaKe OHOA U CAMO OHOA je peuierbe CuneyiapHo. Jlokazamu.

PEIIEWE: Axo je pememe CHHTYIApHO T0Ka3 je OYUTIICNAH, jep CYy U Y
tpojm (1, 1, 1) my Tpojum (2, 1, 1) 1Be KoopauHATE jeqHAKE.

Axo je pemrerse jennaunae MapkoBa (a, b, b) ouzma je a” + b + b” = 3ab’

2
% =3a+2+

2 2 . 2
wm a- = (3a — 2)b” . Tobuja ce 9b~ =
(3a = 2)b7 . Hobmy 3a-2 3a —

Bpoj b he

OouTtn npuponaaH, ako je (3a — 2) € {1, 2, 4}. Jlakie, a = 1 wm a = 2. Taga je
b = 1. Cnenu ga cy Tpaxena pemema (1, 1, 1) mmu (2, 1, 1). A

57 L o
JerapHuje o jennaunnn Mapkoa Bugeru y Tekcty M.I'. Kpeiin: [lnodantoBo ypaBHeHHe

A.A. Mapkoa, Kant, Mockga, 1985, 6poj 4, ctp. 13 — 16.
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11. JTnodanrose jennaunne creneHa n (n>2)— 11.1. luocdanrosa jenHaunHa Mapkosa

IIPUMEP 154. Axo je peweme (a, b, c) Hecuneynrapno onoa jeono oo
"cyceOnux'' pewierna uMa MAKCUMATHY KOOPOUHAMY MAR) 00 MAKCUMATHE
Koopouname pewerba (a, b, ¢) , a 0sa Opyea '"cyceona' pewera umajy
MAKCUMANHY KOOpOunamy 6efiy 00 makcumaine KoopouHame peuwierba (a, b, c).
Jloxazamu.

PEIIEWE: Axo je HecuHTyJIapHO pelieike jeHadnae Mapkosa (a, b, ¢)
M akojea>b>c, OHz[aje(b—a)(b—a')=b2—(a+a')b+aa'=b2-3b2c+b2+
¢ = 2b% + ¢* - 3b%c < 3b”> — 3b%c = 3b*(1 — ¢) < 0. Kaxo je b — a HeratusHO TO je
b — a' mo3utuBHO, Tj. b > a'. Crneau na je a > b > a, ma je mMakcuMmamHa
KOOpJMHATA CYCETHOI pemiema (a', b, ¢) jemHaka b, Mama 01 MaKCHMAaHE
KOOpJIMHATE a pelieka (a, b, ¢).

Cruuno je (a — b)(a — b') = a’—(b+bla+bb =a’—3a’c+a’+c’=
2a® + ¢* — 3a’c < 3a” — 3a’c = 3a°(1 — ¢) < 0. Kako je a - b mo3utuBHO TO je a — b’
HEraTHBHO, ma je b' > a. Cneam ga je b' > a > b, ma je MakcUMalIHa KOOpAMHATA
cycemHOr pemiewma (a, b', ¢) jenHaka b', Beha oj MakcumallHe KOOpIMHATE a
pemema (a, b, ).

AHaJIOTHO ce JIoKa3yje Aa je ¢' > a > ¢, Ma je MakCUMalHa KOOpJuHaTa
cycemHor pemema (a, b, ¢') jemHaka c¢', Beha om MakcHMaiaHE KOOpIHWHATE a
pemema (a, b, ¢).A

HIPUMEP 155. Ceako pewere Juoghanmose jeonauune Mapkosa ce
000uja Kao jeOHo 00 CYCeOHUX peuterbd y Janyy Koju nodurbe ca CUHSYIAPHUM
pewervem (1, 1, 1).

PEIIEWE: Heka je (a, b, ¢) HecuHTyIapHO pemnieke jeaHadnae MapKkoBa.
Taga Ha OCHOBY IPETXOMHOT MpUMEpPA MOCTOjH "cyceaHo" pememe (a;, by, ¢))
YyHja je MaKCHMaJlHa KOOpAWHATa Mama O] MaKCHUMallHE KOOpAWHATE DPEelIeHha
(a, b, ). Ako je (aj, by, ¢;) HECHHTYIapHO pelIeke jeqHaynHe MapKoBa Ha OCHO-
BY MPETXOJIHOT MPUMeEpa MOCTOjU "cycemHo" pemiemke (a,, by, ¢) uhja je Makcu-
MaJIHa KOOpAMHATa Mamka 0]l MaKCUMaJIHE KOOpMHATE pelena (a;, by, ¢y).

AKO ce mpoliec HacTaBH, OHJA je OYMIJICAHO J1a CBa J00WjeHa HECHHIY-
JlapHa peuiema, Tj. ’bUX0Be MaKCUMalIHe KOOpAuHaTe o0pa3yjy omanajyhu Hu3
NpUpOAHUX OpojeBa KOjU OYUIIIETHO HE MOKe OMTH OecKOHayaH, jep je CKyI
NpUpOAHUX OpojeBa OrpaHUYEH 0J103/10. 3aTO ce Mpolec Mopa 3aycTaBuTH. Heka
je (ag, by, C) OHO pememe Ko Kora cy KOOpIuHaTe jegHake. AKO je TO Tpojka
(1, 1, 1), onpma je noka3 3aBpiieH. Ako je To (2, 1, 1) onma je "cycemno" pememe
3a koopauHaty 2 (a', 1, 1), rme je a' = 3bc —a =3-1-1 — 2 = 1, ma je mo4eTHo
pememe (1, 1, 1) unmMe je mokas 3aBpiieH. A
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11. Tmodanrose jennaunne creneHa n (n>2)— 11.1. luocdanrosa jenHaunHa Mapkosa

M3 mperxogHa 1Ba mpuMepa jacHO je nma jeaHaunHa MapkoBa mMa
OECKOHAYHO MHOTO peliermha Koja ce 100Hjajy hopMupameM JIaHIa peliekha, Tj.
reHepucameM 'cyceTHUX " pemema, nojiasehu ox ocHoBHOT pemema (1, 1, 1).

[TPOBJIEMUA 3A YBEXXBABABE

556. Onpenutu cBe nene GpojeBe X U y Tako 1a je 2X° + Xy = 7.

557. Jloka3aTH 1a jeqHauMHA X° — y° = X° + Y + (X + y)* UMa GECKOHAYHO
MHOTO IIEJIO0POjHUX pelleHha.

558. JlokasaTd 1a jefHAYMHA X' — YV = X° + Y + z° UMa OSCKOHAYHO MHOTO
IEIOOPOJHHUX pelICHAa.

559. Oppenutu cBe Tpoumdpene OpojeBe KOjU Cy jeAHaku KyOy 30upa cBOjuX
mudapa.
560. V ckymy nenux 6pojeBa PElINTH jeIHAUMHY X' —Xy =X +y° + (X + y)™.

561. Jlokasatu ma jemHaumHa (X + D+ x+2’+..+x+n)’= y3 (n je
npupoaaH Opoj) 3a CBaKO N UMa pelleHke Y CKyIy Leaux Opojesa.

562. JlokasaTH na jeQHAYMHA X° — y° = 7 HeMa pellieha y CKYIy MPHPOIHHX
Opojena.

563. OnpemuTH cBa 1en0OPOjHA pelIeba jeqHaunHe y° = X° + (X + 4).
564. Jla mu je 6poj pelema jeHAuNHE X* +y° = z° KOHAYaH MM OeCKOHAYaH?
565. JlokasaTu ja jeqHauMHA X° +y° + 2 = 1969° HeMa LETOGPOjHHUX pelema.

566. a) Axo cy A, B, C mpupogau OpojeBH, OHIA j€ OCTaTaK MNPU ACIHCHY
6poja A> + B* + C? ca 3 jeamax 6pojy gaTux OpojeBa KOjH HHUCY Ie/BHBH Ca 3
unu 0, ako cy cBa TpH JiespuBa ca 3. Jlokasarty.

b) Csa pemema jenHaunHe X° + y° + z° = Xyz Jata cy (popmynama
x=3A,y=3Buz=3C, tne cy A, Bu C pemema /lnopanrose jeaHaunHe
Mapxkosa A” + B* + C* = 3ABC. J{oka3zatu.

567. a) Ako cy A, B, C npupongnu OpojeBH, OHAA je OcTaTak NpU JEIbCHY
6poja A” + B? + C” ca 4 jennak 6pojy HenapHuX GpojeBa Meljy GpojeBuma A, B
C. Jloka3aru.

b) Jemmaumna x* + y* + z° = 2Xyz ocuM TpuBHjanHOr pemema (0, 0, 0)

HeMa APYTHX LeJI00pojHUX pemema. Jloka3aTu.

568. Jemmaunna x* + y© + z° = KXyZ UMa HETPHBUjaTHHX PelIeiba CaMo 32 K =
1 m x = 3. JlokazaTu.

569. Axo ce cyma KBampaTa TpH TIpupogHa Opoja TMOACIA HUXOBHM
MIPOU3BOIOM, KOJIMKH j& KOJIMIHHUK?
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11. JInodanrose jeqnaunne crenena n (n >2)

570. JokazaTu &a Cy 3a CBako pelleme jeJHadyrnHe MapkoBa KOOpAWHATE y
MapoBHMa y3ajaMHO TIPOCTH OPOjeBH.

SAJALIA CA MATEMATHUUYKNX TAKMHNYEBA

571. Oppenutu cBe ocHOBE OpojHOT cucteMa Mame ox 100, Tako fa je y THM
OpojeBHuM cucremMuma 6poj 2101 motmyn kBagpat. (CPJ 1994.)

572. OppemuTH cBe IpHpPOIHE Opojese a, b u ¢, TakBe 1a je a’ + b’ + ¢’ = 2001.
(5. JBMO - Kumap 2001.)
573. VY ckyny nenux OpojeBa peIIMTH CHUCTEM jeJHaYMHA: X + y + z = 3 u

X’ +y +2° = 3. (Cpbuja 2002.)

574. Opnpenuty cBe Tpojke (X, Y, Z) MO3UTUBHHUX PAIMOHAIHAX OpOjeBa TAKBUX

. . 1 1 1 .
majex<y<z3akojecy X+y+2z —+—+— U Xyz Opupogau OpojeBu.
X 'y z

(Mata onmummrjama 1995.)
ITPOBJIEMU 3A UCTPAXVBAIE

575. [laraje jemHaunHA X; + Xp + ... + X, = X'Xp' ... ‘X, = 2006. Ogpenutu Oap
JEIHO pellieHkhe jeTHaUrNHE Y CKYITy PUPOAHUX OpojeBa.

576. Jlaraje jemHauwHa X; + Xp + ... + X, = X*Xp' ... ‘X, . JlOKa3atu 1a 3a CBaKu
npupoaan Opoj n gaTta jeAHauMHA MMa Oap jeHO peulemhe y CKYIy MPUPOAHUX
Opojena.

577. Oppenuty aBa pemiema jeqaadanne X(X + 1) = y(y +1)(y + 2).
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12. UPAIITMOHAJIHE JUODPAHTOBE
JEITHAUYNHE

W kon upanmonannux JlnodaHTOBUX jenHaYnHA HeheMo ce YIymTaTH y
mocebHa TeopHjcka pazmMaTapama Beh hemo HU30M IpuMepa WITyCTPOBaTH Kapa-
KTepUCTUYIHE TPOOJIEMCKE CHUTyalldje Be3aHe 3a wupanuoHantHe J[nodanToBe
jemHaYrHe, y3 HAMOMEHY Jia Ce NMPH pelllaBamky WpanuoHATHUX J(rmodaHTOBHX
jelHaYMHA HAPOYUTO MOpa BOJUTH padyHa O JIOMEHY Je(hUHHCAHOCTH
npobiema.

HIPUMEP 156. Oodpedumu cee npupoone b6pojese a, b u ¢ 3a xoje je

. [ b JZ
ucnyrena jeOnakocm .|l a + — =a. |—.
C C

PEHIEBE: Kako cy moj KopeHHMa MO3UTUBHE BEJIMUMHE, KBaAPUPAHEM

. b a’b . . . .
ce mobmja a + — = ——. JloOWjeHa jemHAYMHA je €KBUBAJICHTHA Ca jeTHAYHHOM
c c

b(a-1)(a+1
ac + b = a’b, omHOCHO C = M Kaxo je 6poj a y3ajaMHO mpoCT ca
a

(a—1)um(a+ 1) T0 MOpa 6uTH b = ak (k € N).

Cnemn ma je ¢ = x(a’ — 1), ma je ommTe pemieme MpobieMa aaTo
dbopmynama: a=t, b=kt; c=1<(t2—1) (x,te N;t #1). A

HIPUMEP 157. Jlama je jeonauuna \/x - é +\/ y - é :\/?.

Odpedumu yenodpojua peuieroa dame jeOHavune.

PEIIEWE: MHoxemeM naTe jeIHAYMHE ca V5 no0uja ce jeaHaKoCT
J5x =1 +/5y—1 =5, npuuemy je 0<5x - 1<25u0<5y—1<25

Cremmmaje: 1<x<5m 1<y<5 Axoje5x—1=a’ uSy—1="b’ onnaje
a2 +1 b? +1
u =

5

no0mjajy ce caMo ako a u b y3uMajy BpeAHOCTH 2 U 3, ma Cy jeAnHa peliemha

a+b=>5.Kako je x = , IeJI00pOjHE BPEIHOCTH X U Y

nate jeqHaumue (1,2)u (2, 1). A

HIPUMEP 158. Oopedumu cee napoge nosumueHux payuoHaiHux opojesa

X U Y 3a Koje 8adicu jeOHaKocm \/x\/3_ —\/y\/3_=\/2\/3_—3.
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12. Upanuonanne [IuodaHTOBE jeqHAYNHE

PEIIEWBE: KagpupameMm mojaszHe jeqHaunHe M00Mja ce eKBHBaJCHTHA
jemHaumHa X /3 +y .3 —243xy =2 \/3_ —3>0, maje x >y. Ako ce

no0MjeHa jeTHAKOCTH MOMENN Ca 4/ 3 cllemu gaje X +y — 2./ Xy =2 — \/?

JammoMm TpaHchopmanmjoM 100Hja ce jeJHAKOCT (\/_ - ﬁ )2 = %(\/? —1)2 =

2
3 1 . 3
S V3| Cama je 300T MOYETHOT YCIIOBa X > Yy, OYHTIVIETHO X = 5
A

L s
nHy=—
)

HIPUMEP 159. Jlama je jeonauuna \/7 +.4V =42p , 20e jep

npocm Opoj, a x u 'y npupooHu dOpojesdu. 3a Koje 8peOHOCmuU p jeOHauuHa uma
pewerse? >

PEHIEWBE: KsagpupameMm ce nobuja ma je X + 24/Xy + y = 2p. Ako je
Xy = a’, OHZa je X + y = 2p — 2a, 11a Cy X H y pellleiba KBaJpaTHE jeIHAUMHE
2(p —a) £ 24/(p — a)% — a?
2

nobujeHe jeaHaYMHe OWIa MET0OpOjHA, MOpa AMCKPUMHHAHTA p° — 2ap =
p(p — 2a) O6utu motnyH kBazapar. Kako je p mpocT Opoj, TO Baxku ako je

t? — 2(p — a)t + a> = 0. Jla 6u pemema t 12 =

2
p-—2a=pk (k€ Z) Tj. ako je a = %(1—1{2). Tana je x = w u
2
y=%. Kakojea > 0, 0je | —x’>0, majexk=0. Tanajex=y = g

Jenwam npoct 6poj Koju je nespuB ca2jep =2. A

HIPUMEP 160. QOopedumu npupoorne dpojese X, y u Z mako 0d 8aicu

jeonaxocm \/x +q/x +..+ \/; = z.

y Kopena

PEHIEWE: Akojey =1, onnaje Jx = z,x=x,y=1,z =x (k eN).

58
59

[Ipo6nem je ca Takmuuema y Bemnkoj bputannju 1970. rogune
[Ipo6nem je nat Ha PemyOnmdKoM TaKMHYEHY U3 MaTEMAaTHKE 32 YICHUKE CPEABUX
mkona - Cpouja 1982. u 27. MOCKOBCKOj MaTeMaTHIKOj oauMIHjaan 1967.
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12. Upanuonanne [IuodaHToBE jeqHAYNHE

Heka je y = 2. IlpernocraBumo 1a je X + Jx = ¢ (x eN). Kako je
Jx =& - x u Kako Cy U K H X INpUPOAHHU OpojeBU TO je U Opoj Jx =a
npupoaad 6poj. MelhyTum, Baku U HEJeTHAKOCT X = ( Jx Y < x+ Jx =<
x+2x +1< ( Jx o+ 1)°. Kako u3meljy KBaapaTa jiBa y3aCTOIIHA IPUPOIHA

opoja (\/; ) u ( Jx o+ 1) HeMa MOTIYyHHWX KBazpaTa JoOWjeHa je MPOTHUBY-

pedHOCT, 1A jefHaYMHA CeM J0OHjeHNX, HeMa APYTHX pelemba. A
[TPOBJIEMHA 3A YBEXBABAIE

578. Opnpenutn HajmMame mpupogHe OpojeBe a U b (b > 1) TakBe ma BaxkH

JEIHAKOCT a,la\/? =b.

579. Ako cy X W y OpUPOAHH, @ p W q MPOCTH OpOjeBM OHJA jeTHAUYMHA

\/? + \/7 = \/E HeMa pemiema. Jlokaszatu.

SATALIA CA MATEMATUYKUX TAKMHUYEA

580. Oppenutu cBe mapoBe (X, y) IeNMMX OpojeBa X W y KOjU 3a0BOJHABAJY

jeqHaYnHYy \/X +4/X +..+ Jx = y (x ce jaBma 1964 myrta). (4. CPMO -

1964.)

581. Oppenutn cre mene OpojeBe X M y TakKBe na je \/? +.4y =4/1976 ?
(Kujercka MO - 1976.)

582. Konmko 1enoOpojHuX pemiema UMa jeJHauyrHa \/Y +4Jy =4/1980 ?
(Cpbwuja 1980.)

583. Oppenutu cBe mapoBe (X, y) IeNMHX OpojeBa X W y KOjU 3aT0BOJHABAJY

JjemHAYNHY \/x + /X +.+ Jx o= y (x ce jaBipa 1992 myta). (CpOuja 1992.)

584. PemuTu jemHadnHy \/? +4Jy + \/; =,/1996 y ckymy HEHETaTHBHHUX
nenux Opojesa (CPJ 1996.)
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13. EKCITOHEHIWJAJIHE JUO®AHTOBE
JEJJHAUYNHE

Excnonenuyjanne Jlnodantose jeqHaunHE 3ay3UMajy BaXKHO MecTo Mehy
ceuM /JlmodanTtoBUM jegHauMHAMa, jep WHHUXOBO pEIIaBambe j€ Y CYIITHHH
CHHTE3a CBHX JO CajJa peajn30BaHUX MeTofa. M y pemaBamy eKCIOHe-
HijanauX J{nodaHTOBUX jeqHaYMHAa HEeMa HEKHMX MOCCOHMX ajaropuTamMa HUTH
TEOPHjCKHUX pa3MaTpama. 3aTo /1ajeMO HEKOJIMKO 3aHMMJbUBUX MpHUMeEpa, jep he
OHU Haj00Jbe WITyCcTpoBaTH Moryhe mMeroze.

HIPUMEP 161. Ilocmoje nu npupoonu Opojege x u y makeu 0d 8axicu
Jjeonaxocm 2° + 1 =37

PEIIEWE: Kakoje2* + 1=y, 1t0je 2°=y* -1 =(y+ I)(y— ).
Nspasu y — 1 u y + 1 cy ucTe MapHOCTH, & KaKO je BUXOB MPOu3BoJ 27,
OuHMrIenHo mapH, maje y+ 1=2"u y—-1=2" (a+b=x,a>b).
Omy3uMameM Ipyre o IpBe jeIHAKOCTH xobuja ce ma je 2° — 2° = 2.
Crnemu naje 2°(2*°—1)=2. CagajejacHo maje 2°=2 u 2*°—1=1,
naje b=1um a-b=1. Jdaknme,a=b+1=2,majex=a+b=2+ 1=3.
JeIMHO pelieke jenHaunHe je x =3, y=2. A

HIPUMEP 162. Oodpeoumu npupodar 6poj X u npocm Opoj p mako 0a je
4 X
X +4 =p.

PEIIEWE: Kako je x mpupoman 6poj, To je p mapaH 0poj, aKko je X mapaH
U p je HemapaH 0poj, ako je X Hemapad Opoj. Kako je p = 2 jenuHu mapaH mpoct
6poj, M Kako jeaHadMHA X + 4 = 2 HeMma pellca TO 3HAYM [a je X HermapaH
0poj. Paznukyjy ce nBe MmoryhHocTu.

1) Akojex =1, onmaje x* +4* =5, maje (x, p) = (1, 5) jeaHo pemerbe.
2) Akojex> 1, ommajex' + 4" =x* + 2% =x* + 2% 4 2x? 2" —2x?2" =
x+
X +29 x> 2% = x*+ 2% - (x- 2 2 )% Kako je X Hemapan 6poj, To je
X + 1 mapan Opoj u moOujeHH HM3pa3 je y CTBapu pas3iidka KBaJpaTa, ma je
x+1 x+1

x>+ 2° + X-2T) (x> +2°-x-2 2 ) =p. Kako cy 3a X > 3, OunrieaHo oba
(hakTopa y mpomusBoay Beha ox 1, To p HHje TpocT Opoj.

Jenuno pememe jemnaunne je (x, p) = (1, 5). A
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13. Excnonennujanne JlnoganTtoBe jeqHaunHe

IIPUMEP 163. Oopedumu yene 6pojese x uy maxo da je 2" —3 = 5.

PEIIEE: Kakoje2*-3"=5,10je 2*=3"+5> 5, maje x> 3. Tazna ce
pasnuKyjy cienehu ciydajeBu:

1) Ako jey =0, onna je 2" = 6, na jeqHauMHA TaJa HEMa PEIICHA.

2) Akojey>0,onmaje2*=3"+5,10je 2"=(- 1) (mod 3) u 3" +5=-1
(mod 3). Cnemn ma je 2* = (- 1)°
penanuje 3° = 2° - 5, cimuno je 3°

-1 (mod 3), ma je x HenapaH Opoj. U3
(- 1)) (mod 4) u 2 - 5 = -1 (mod 4),
omanocHo 3 = (- 1) = -1 (mod 4), na je u y Henapau 6poj. Hakie, x =2a+ luy
=2b + 1. Taga je 2***' - 3°' = 5 = 8 — 3. Jlo6uja ce jennaxoct 2 *'— 8 = 3!
-3, maje 8(2**7— 1) = 3(3° — 1). Jemmaxocr je Moryha y camo jBa cyudaja:

2.1) Akoje2**—1=3"_-1=0,maje2a-2=2b =0.Creau 1a je
a=1,b=0,majex=3nuy=1.

2.2) AKo je mapHHU [0 JieBe CTpaHE jeJHAKOCTH jeJHAK HMapHOM ey
JIECHE CTpaHE U aHAJIOTHO HEMapHU /€O JIEBE CTpaHE jeAHAK HEMapHOM Jeiy
JiecHe cTpaHe jeaHakocTd, oumaje 8 =3 —1 u 2*?—1=3.Tanaje2b=2u
2a—-2=2,majea=2ub=1.Cnemngajex=5uy=3.

3) Akoy <0, onma je 2 -5 =3 Kakoje2*-5>1,0<3 <1,
jeIHaYWHA Y OBOM CITy4dajy HeMa periema. A

I[IPUMEP 164. Konuxo pewera uma jeonauuna (2x)™ -1 = y*' axo
cy X, y u Z npupooHu opojesu?

7+1

PEIIEIE: Ako ce jeqnaunta Hamumre y oomuky ((2x))*— 1 = y**' onma
je oHa exBHBaNeHTHa ca jexHadmHOM ((2X)* — )((2x)* + 1) = y**', a onasze je
ounriIenHo y Hemapan 6poj. Tama je (2x)* + 1 = y*u (2x)* - 1 = y® npu uemy je
a+b=z+ 1. AKo ce oz IpBe jexHAUHHE OTy3Me Apyra xobuje ce gaje y' —y’ =
2 nm y'(y** = 1) =2.

Kako je y Hemapan 6poj mocToju camo jeana moryhuocr y* = 1, a y** — 1
=2. Jlakne, y*° =3, majey=3ua—-b=1. Kakojey’=1Tojeb=0, maje
z+1=a+b= 1. Caegu z = 0, mro je HEemoryhe, jep z Mopa OUTH TIpUPOAAH
6poj. [Ipema ToMe jegHaUNHA HEMA peIIeha y CKYITY IPUPOTHUX OpojeBa. A

HIPUMEP 165. Oopeoumu cee yene dpojese x, y u z, makee 0d je uzpas
4 + 4 + 4 nomnyn xeadpam.

PEIIEIE: Hexka je 4* + 4° + 4” = a* (aeN). IIpumerumo 1a je nesa
CTpaHa jeqHaYnHe cCUuMeTpuyHa (pyHKIHja, mTo he omakmaru pa3mMaTpame. 3aTo
MPETIIOCTABUMO JIa j€ X =y 2 Z. PasnuKyje ce HEKOJIHMKO CITydajeBa:
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13. Excnionennujanae /lnodaHrose jeaHadnHe

1) Axo je 6uno xoju ox OpojeBa X, y M Z HeraTHBaH jeJHAUYWHA HEMa
periema, jep JieBa cTpaHa jeIHaYMHE y TOM CiIy4ajy Hehe outu 11eo 0poj.

2) Akojez=0,onmaje 4 + 4 =a’— L, maje @Y+ ) =(a+ @-1).

2.1) Axojey =0, ongaje 4 + 1 = a> — 1. Ounrnenno je 4* + 1 =1
(mod 4). Ao je a HemapHo, oHza je a° — 1 = 0 (mod 4), a ako je a mapHo, oHIa
jea’—1=-1(mod 4). To 3Hauu J1a jeAHAYMHA Y OBOM CJIy4ajy HEMa pellekha.

2.2.) Axo jey> 0, oHIa je JeBa cTpaHa jeTHAKOCTH MapaH Opoj, 1a TakeBa
Mopa outh u necHa. [lakine a =2p + 1 (p € N) u mocne cpehuBama ce mobuja
A4 + 1) =4pp + 1), ma ciemu 47 (@Y + 1) = p(p +1). Kaxo je ¢ necue
CTpaHe jefHaYMHE MPOU3BOJI B y3acTOmHA Opoja, TO Mopa OWTH U ca JieBe, Ma
je 4" =4 ommocHoy — 1 =x —ymwm x =2y — 1. Tamaje p =4"", ma je
a=2p+1=24"4+1=2%"1+1. Jlobuja ce 6ECKOHAYHO MHOTO pelICHa
jennaunne 2k — 1, k, 0, 274 ).

3) Ako cy X, y U z mpupogHu OpojeBu oHma je 4% + 4 + 4" =
2% 4 2% 4+ 2% = @’ Tama je 2%(2%* + 2% + 1) = a® = 2% b”. Kaxko je
2% 4 ¥ 4 | mormyH KBampaT mopa OmTH 27 4+ 2% 4 1 = 2207 4
22"+ 1=b majex-z+1=2y-2z Jlakie x =2y - z— 1. Ako je y = m,
zZ=n, oHza je X = 2m — n — 1 u BpahawmeM y jeaHaunHy 100Hja ce jeTHO pellee
nare jenHaunde (2m - n -1, m, n; 2m(22m 41y,

[Ipu oBome Tpeba BoAUTH pauyHa Ja cy, 300T CHMETPUYHOCTH jeJHAYNHE,
pelema cBe nepMmyranyje ckyna (2m —n -1, m, n).

HIPUMEP 166. Oo0pedumu cee npupooHe bpojese n mako 0a jeOHauuHd
n' + 1’ = n‘ uma 6eckoHauHo MHO2O peulerba, ako Cy X, ¥ U 7 npupooHu 6pojesi.

PEIIEE: Kako cy OpojeBr n* U n’ ucre mapHOCTH TO j€ HUXOB 30Hp
mapaH ma u Opoj n’ Mopa OMTH mapaH, IITO 3HAYM Ja je N mapaH Opoj.
OuurnensHo je z > X W z > y, Ia ce, HC yMamyjyhw ONINTOCT, MOXKE
HPETIIOCTABUTH J1a je z > X > y. Tana je jeqnaunna n* + n’ = n° eKBHBaJEHTHA
ca jenHaunoM n° (Y + 1) =n" wim n*”+ 1 =n””. Cnexn naje n”> -n*V =1
wir n'” (N -1)=1 Tamajen™ =1 u n"* -1=1,maje x-y=0,a
n™ = 2. Crnenu ja je peuieme aare jeaHaunHe n =2 U z — x = 1. 3Hauu 1a 3a
n = 2 uMa 6ECKOHaYHO MHOT'O TPOjKH (X, Y, Z ) TAKBUX Ja X =Y =KH Z=K + |
KOje YBEK 3a/10B0JbaBajy jemHakoct: 2° + 2° = 2", A

I[IPUMEP 167.00pedumu npupoone Gpojese x u y mako oa je x’= y*.%

80 Maru npumep je ca 11. MockoBcke MaTtemMaTtiuuke onumMnujazne 1948.
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13. Excnionennujanae /lnodaHrose jeaHadnHe

PEHIEWE: IIpumetnMo oamax IBE YHIH-CHUIE: TpPHUBHjATHO pEIICH-E
jeIHaYMHe je X = Yy W jelHauuMHa je CHUMETpHYHa. 3aTo ce, He yMamyjyhu
OTIIIITOCT, MOYKE TIPETIOCTAaBUTH Ja je X <y. Tazaa mocToju HEHeTaTUBaH 110 Opoj

X
. . . X+a
a, TakaB 1a je y = X + a. Crequ na je X = (x + a)*. Opasze je x* = ( j )
X

Kaxko je neBa cTpana jemHakoCcTH MpHUpoAaH O6poj To Mopa OWTH W JecHa, ma je
X + a =y nespuBo ca X. Jlakine y = kx (k € N). Tazga je x™ = (xkx)".
Tama je x* = kx, ma je x*' = k. Pasnukyjy ce caeaehu ciydajeBu:

1) Axojex=1,o0H1aje k=1, majejey =KX =X. (TPUBHjATHO pELICHE)

2) Axojex>1onmajeux > 1,naje:

2.1) 3a k=2,cnemmx=2,majey=kx =4

22) Akojex >3, ommajex -1 =x - DE+x "+ .. +x+ 1) 2
2(k-1)=2Kk-2. Kakoje2xk-2>k-1,10je X' —1>x—1,maje x' >xu
jeIHaYMHA HeMa BHIIE PEIekha Y CKYIy MPUPOJIHUX OpojeBa.

Bonehu padyyHa 0 CHMETPUYHOCTH jeJHAYMHE 3aKJbydyjeMO Ja Cy CBa
pemema jeqHaunHae (X,y) € {(2,4); (4,2); (1, 1); (2, 2), (3, 3) ...}. To 3naun na
jenHauynHA MMa OECKOHAYHO MHOTO peniema A

[TPOBJIEMHA 3A YBEXKBABAGE

585. Opnpenutu cBe mpupogHEe OpojeBe X, Y, Z, t U N 3a KOje BaXH jeTHAKOCT
n*+n’+n’=n"

586. Opnpenutu cBe mpupogHEe OpojeBe X, y, Z U t 3a KOje BaXH jETHAKOCT
A4+ 4 +4" =4

587. Ha xonuko HaumHa ce 0poj 2" (n € N u n > 2) MoXke IpUKa3aTh y 00JIHKY
30mpa yeTrpu KBaapara’?

588. 3a koje BpegHOCTH IPHUPOTHOT Opoja n MOCTOje MPUPOIHHE OPOjEeBH X U Y

takBu maje X =y" u y* =x"y".

589. Oppenurtu cBa pemema jeqnaunne 2° + 1 = 3%, ako ¢y X ¥ y NPUPOAHH

OpojeBH.

590. Hekxka je p mpoct 6poj, a X U 'y mpupoIHA OpojeBH. PermmuTu jenHadnHe:
a) p—1=2%
b) p*+1=2"

591. Oppenuru npupoaHe OpojeBe X, m U n Tako aa je X =2"— 1.
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13. Excnionennujanae /lnodaHrose jeaHadnHe

592. Ogppenuru cBe npupoaHe OpojeBe X Uy TaKO Aaje X~ = (X +y)’.

593. Axo cy X, Yy, Z u t MeljyCOOHO pa3TU4HUTH MPUPOIHA OPOjEeBH, OHJA jeTHA-
ypHa X* +y’ = 7* + t' Hema pemema. JlokazaTu.

SAJALIA CA MATEMATHUUYKNX TAKMHNYEBA

594. Pemmrtu jenmaumny x> + (x+1)% = (x+2)%, ako cy X ¥ y HpHPOIHH
opojeru. (21. MMO - 1958.)

595. VY ckymy npupoJHUX OpojeBa pELIMTH CHCTEM jeAHAuYMHA: X' = 7; y* = X,
z =y. (27. MMO - 1964.)

596. Opmpenutn HajBehu meo Opoj x TakaB ga je 427 + 41000 + 4x motmyH
kBazapar. (6. CCMO - 1972.)

597. Ogppenutn cBe mpupoAHE OpojeBe X, y ¥ Z U CBe IpocTe OpojeBe p, q U T
TaKo 1a Baxu p~* = ¢’ 1’ + 1. (Mana onumnmjana - 1977.)

598. OxpemuTH cBe mene Gpojese X, y U z Takse 1a je X (x* + y) = y*'. (Mana
oymmMnrjana - 1978.)

599. OppemuTH HenoOpojHa pemerba jeqHadnne x° = 3¥ + 7. (Cpbuja 1983.)
600. Oxpenurtu nenoOpojHa perierba jeqnaunne 2 = 3" + 1. (Cpouja 1983.)

601. Oxpenutu mpupoaHe OpojeBe m n TakBe aa je m" + (m n)" = 1984.
(Kujercka MO — 1984.)

602. JloxazaTtu na He TocTOje Mel)ycOOHO pa3nuuuTH NPUPOTHU OPOjeBU X U Y
TaKBHM 12 je XY = yXy . (Cp6uja 1987.)

603. Opnpenutu cBe Tpojke (X, y, z) menux OpojeBa 3a Koje Baku X° - 2° = 1.
(CDPJ 1989.)

604. VY cxyny npupogHux OpojeBa pemmTH jeaHaunny 7 — 3 - 2¥ = 1. (CpOuja
1996.)

605. OppenuTy cBe MapoBe MPUPOJHUX OpojeBa (X,y) KOjU 3aI0BOJba-
Bajy jennauuny x° =y . (2. IMBO — I'puka 1998.)

606. Oppenutu cBe mapose (a, b) mpupogHUX OpojeBa KOjU 3aJ10BOJbA-
Bajy jeAHAYHHY ab = pa . (38. UMO — Aprenrtuna 1997.)

607. Jlokasaru 1a He MOCTOjU MpUpoaaH Opoj n takas aa je 8" + 2" + 1 mornyH
kBazapart. (CPJ 1998.)
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13. Excnionennujanae /lnodaHrose jeaHadnHe

608. Oxpenurtu cBa pellekha jeHaYrHEe X° + Y = Y + X Y CKyIly IPUPOJHHX
opojera. (CPJ 2001.)

X

609. V ckymy mpocTHX OpojeBa pemnTH jeaHaumHy x° — v* = xy — 19.
(21. BMO - byrapcka 2004.)
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14. BEJIUKA ®EPMAOBA TEOPEMA®

Ha maprunama /Inodantose "Aputmeruke" ®@epma je Hamucao 45 KoMe-
Hrapa. Hajsnagajauju @epmaoB komentap je Ne I, y kome depma koMeHTa-
putie 3anarak Il w3 duodantoBe “Aputmernke” KOjU C€ OMHOCH Ha OIIIITE
pememse [Tutaropure jennaunse X° + y* = z°. [IoBOJIOM pe3y/ITaTa KojH je 10610
nodant, Tj. ynmenure na IluraropwHa jeqHaumHa MMa OSCKOHAYHO MHOTO
1enobpojanx pemerba, Pepma muie: “Mehytum, Hemoryhe je KyO pasinokuTH
Ha JBa KyOa, HM OWKBaApaT Ha ABa OMKBaIpaTa, U YOIIITEe HUKAKaB CTereH Behu
Ol KBajpara, Ha JBa CTENEHAa C MUCTUM TaKBUM H3JIOXHOLEeM. Ja caMm 3a To

OTKPHO M3BaHPEIAH J0Ka3, HO 33 BEra Cy MapriHe OBe KEHIe 3aucTa Maje” .

®depMa Taga HUje HU CITyTHO Ja he ce je/laH BeroB KOMEHTap (XUIoTe3a)
MIPETBOPUTH y TIPoOJIEeM KOjU je YuTaBuUX 358 TOoAWMHA 3a7aBao TJIABOOOJHE
MaTeMathyapuMa (M amarepuMa) KOju Cy IMOKyIIaBalId Ja 3a JETHOCTaBHY
TeopeMy npoHally W enemeHTapaH Jo0ka3. EBonynuja JI0Ka3WBama BEIHKE
depmaoBe TeopeMe MoKa3yje na je camo Mokas 3a n = 4 y chepu ereMeHTapHe
MaTeMaTHKe. 3aTo ce OBJE Jaje J0Ka3 yIpaBo 3a n = 4, a 3HAYajHO KOMILIH-
KOBaHUjU JToKazu 3a n = 5, 7, 11 ... MOTY OCTaTH 3a CaMOCTAITHO UCTPAKUBAHE
YYCHHKA WM jOIT 00Jbe 3a paja ca JapOBUTHMA y TOKY CTYIH]a.

[IPUMEP 168. Jlokasamu da jednawuna x° + y' = 7' nema pewersa y
CKYNY npupooHux opojesa.

PEIIEIE: JIoBOJBHO je IOKA3aTH fAa jefHAUMHA X + y = z° Hema
peliewa, jep ako He MOCTOjU MOTITYH KBajpaT, Kao 30Up JBa YETBPTa CTEIICHA,
OHJIa CUTYpPHO HE MOCTOjY HHU YETBPTH CTEICH.

[Ipo6ieM peraBamMo MeTooM "HajMamer” pemema.” [IpeTnocTaBuMoO 1a
po0JIeM UMa peliekhe, Tj 1a TI0CTOje MPUPOTHU OPOjeBH X,, Y, U Z, TAKBH 11a j&
X' + ¥, = z,° M 1ma je z, HajMamU TIPUPOJAH OPOj KOjU 3aI0BOIbABA ATy
penanyjy.

Axo je x' + y* = z* oHma ce MoXe IPETIOCTABUTH 1a Cy X, Y U Z Y
napoBHMa y3ajaMHO IPOCTH M Ja je X mapaH, a y Hermapas 6poj. Kako cy x°, y* u
Z dYJIaHOBW OCHOBHE IluTaropwHe Tpojke, TO MOCTOj€ MPUPOIHH OPOjeBH M H n
TakBM fa je X°=2mn, y'=m’- n* u z=m’ +n’.

81 O Benmkoj depMaosoj TeopeMn je Gulie peun y HCTOPHjCKOM OCBPTY - BUIETH

mpuor 1.
2 Bupern: Jluodant - “Apurmernxa”, Mocksa, 1974. — ctp. 197.

% Y merox "majmamer" pemema je Beh obpaljusan y normasimy 4.10.
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14. Benuka depmaoBa Teopema

Tama je y’ + n° = m’, ma cy cajga y, N M M 9IAHOBU HOBE OCHOBHE
[Mutaropune Tpojke. To 3HauM na mMocToje y3ajaMHO MPOCTU MPUPOIHH OpojeBH
puqTakBM majey=p° —q, n=2pq u m= p° +q. Tana je ounrneaHo
x> = 2mn = 4pq (p* + ).

C 0631poM J1a Cy p ¥ q y3ajaMHO IPOCTH, TO CY H Pq U P° + q° y3ajMHO
npoctu. Jla 6u 6poj 4pq (p> + q°) 6GHO MOTIIYH KBaAPaT, MOpa CBAKU o (haKTopa
OWTH TOTHYH KBaApaT, TO jeCT MOpajy MOCTOjaTH MpUPOIHU OpojeBu a, b u c,
TaKBM faje p=a’,q=b> u p’+q =c’.

Tama je p° + q° = a* + b* = ¢>, ma GpojeBn a, b u ¢ 3am0BOIBaABAjy
nonasny jeaHaunny X' + y' = z°. Kako je ¢ OuMIieIHO Mambe Of1 Z,, JOLLIA CMO
JI0 IPOTUBYPEYHOCTH, Ca MPETHOCTABKOM, YHME je JJOKa3 3aBpIIcH. A

%

Hoka3 Benuke depmaose Teopeme 3a n = 3 u3Beo je Ojnep jom 1768.
TOJIMHE, aJli je IPOTEKJIO IIPEKO CTO T'O/IMHA, 10 TPeHyTKa Kaja je 'ayc mokasao
TEOPHjCKE OCHOBE KOje jeé y CBOM JOKa3y, HeocHOBaHO, kopuctuo Ojiep.
Bemuky ®epmaoBy Teopemy 3a n = 5 Jlexxen Jupuxie je y jymy 1825. romgne
m3noxkuo y Ilapuckoj akamemuju Hayka, a Jlexxannmp je y cemremOpy 1825.
roanHEe MyOJIMKOBAO CBOj pan Ha MCTy TeMmy. CBoj moka3 Jlupuxie je o0jaBuo
1828. roaune, anu je oH OMO BeoMma ciokeH, U 1912. ronuHe ra je 3Ha4ajHO
ynpoctro [Inemess. 3a cnenehn npoct u3noxunan n = 7 gokas je u3Beo Jlame
1839. rogune. JlaMeoB g0Ka3 KacHHjE je MpUIMYHO ycaspiuno JleGer.

W Tako cy ce mMareMaTH4apH 4YWTaBa TPU M IO BeKa OAaBWIN BEIMKOM
®epmaoBoM TeopemoM. Y neto 1995. rommHe y jeAHOM Of NPECTHKHUX
MaTeMaTHYKHUX yacomuca, "MaTeMaTiHuku aHany”, MyOJIMKOBaH je MOTITYH J0Ka3
Benrke depMaoBe TeopeMe KojH je 3anpeMuo 1eo 0poj gacomnuca (Buie ox 100
nucroBa). Ha Taj maumH, Ha kxpajy 20. Beka, €0 CBET je MpHu3Hao, Aa je 358
rOJIHAa TOCJIe CBOI HacTaHKa, Benuka depmaoBa Teopema, Koja je y CYIITHHH
CBE TO BpeMe Oumia XWIOTe3a, MocTaja — JOKa3aHa Teopema. EHrmecku
mareMmatnyap Enzapjy Bajnc, ca capamHunmMa, je ocTBapuo CBOje JIedauke
cHoBe. [/lokazao je Benuky DepMaoBy TeOpeMy, H yIIao Y HCTOPH]Y.

[TPOBJIEMHA 3A YBEXKBABAIGE

611. Jloxasaru na mocrtoju Buie ox 100 Tpojku mpupomaaux OpojeBa (X, Y, z)

TakBux ga je x +y" = z'°.

612. Jlokasatu aa He MOCTOje LeH OpPOjeBH X, Y U Z TakBH Ja je X' + Yy = 7"
mpu ueMy je 0 <x <k; 0<y<k;0<z (xeN).
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14. Benuka ®depmaoBa Teopema

SATALIA CA MATEMATUYKUX TAKMUYEA

613. Axo cy X, Y U Z IpUPOTHU OPOjEeBH TaKBH J1a j€ X + Y MPOCT Opoj, OHIA 3a
CBaKM HeMapaH MPUPOTHHM Opoj n, jeAHAYWHa X' + y' = Z' HEMa pelickha.
Hoxazatu. (26. MMO 1963.)

614. Axo je z<n, oHna jenHaunHa X' +y' =z" (n € N) Hema peliema y CKymy
npupoanux opojesa. Jokazatu. (Cpouja 2003.)

I[TPOBJIEMUA 3A UCTPAKMBAIGE

615. Jloxa3aTu aa He noctoje Mel)ycoOHO pazIMuuTH NPUPOAHU OpOjeBU
X,y,zutTaksu aaje x* +y = 7" +t.

Ha xpajy "mane" 30mpke MOJIHM CBE KOJIETe JIa MU TPeIIke (KOjuX CUTYpHO UMa), Kao U
eJIeTaHTHA PelIeha M0jeIUHNX MPodiieMa, KOPHUCHE MIPeIoTre U J0OpoHaMepHe
CyrecTHje I0CTaBe IyTeM eJIEKTPOHCKE MOIITe Ha ajgpecy: vandric @beotel.yu
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