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''Сваки задатак који сам решио, постао је правило, 
које ми је касније послужило за решавање других проблема'' 

Рене Декaрт 

 
5. ПРОГРАМСКЕ ОСНОВЕ 

 

 Један од основних предуслова за добар и организован рад са даровитима је 
квалитетан садржај. Зато је конституисање квалитетних садржаја за рад са младим тале-
нтованим математичарима посао који се мора урадити пажљиво и одговорно. Диофа-
нтове једначине су тема која је несумњиво у корпусу оних садржаја рада са обдаренима 
који се не могу заобићи. Зато ће се у овом поглављу пажљиво анализирати све важне 
чињенице везане за реализацију садржаја о Диофантовим једначинама у настави мате-
матике код нас и у свету и на основу те анализе предложити одговарајући план и 
програм реализације.                
 

5.1  ДИОФАНТОВЕ  ЈЕДНАЧИНЕ У НАСТАВНИМ 
ПРОГРАМИМА МАТЕМАТИКЕ У НАШОЈ ЗЕМЉИ 

 

 Садржаји о Диофантовим једначинама присутни су у програмима редовне и 
додатне наставе математике у нашој земљи, али су садржани и у програмима других 
облика рада са даровитима. Зато претходно наговештену анализу започињемo прегле-
дом присутности садржаја о Диофантовим једначинама у наставним програмима 
математике. 
   

5.1.1. ДИОФАНТОВЕ ЈЕДНАЧИНЕ У РЕДОВНОЈ НАСТАВИ 
 

        Диофантове једначине као наставни садржај нису експлицитно присутне у 
наставним програмима редовне наставе математике у основној школи. Међутим, то не 
значи и да проблеми који се своде на Диофантове једначине нису заступљени у 
настави. Напротив, Диофантове једначине су, додуше у интегрисаном облику присутне 
у настави математике у основној школи и користе се као погодан материјал приликом 
увежбавања наставних садржаја у скоро свим разредима, с тим што се нигде не истиче 
да је дати задатак Диофантова једначина и не објашњава појам Диофантове 
једначине.174 

       У почетној настави математике су то проблеми који се користе за проверавање 
у којој су мери и до ког мисаоног нивоа ученици овладали рачунским операцијама и 
колико имају елементарних комбинаторних способности.  

                                                 
174     Ову наставну ситуацију аутор овог рада је анализирао у заједничком саопштењу  (са Иванком        
      Томић и Радишом Ковачевићем): [ 5.46. ]  Диофантове једначине у настави математике –  
       11. Конгрес математичара Србије и Црне Горе – Петровац на мору, 29.09.2004. 
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5. Програмске основе  –  5.1.  Диофантове једначине у наставним програмима код нас 

 

          У четвртом разреду и касније, у вишим разредима основне школе, Диофантове 
једначине су присутне кроз разне математичке ребусе и проблеме везане за дељивост 
бројева, просте бројеве, принцип (не)парности, растављање полинома на чиниоце ...  

  У наставним програмима гимназија и средњих стручних школа нису експли-
цитно предвиђени садржаји о Диофантовим једначинама. Међутим, као и у основној 
школи материја везана за Диофантове једначине присутна је кроз поједине проблемске 
ситуације и конкретне задатке. У првом разреду се проблеми који се у суштини своде 
на Диофантове једначине сусрећу код примене растављања полинома на чиниоце, као и 
код садржаја о алгебарским разломцима и линеарним једначинама. У другом разреду 
Диофантових једначина има у проблемима који су везани за квадратну једначину и 
једначина које се на њу своде. У конкретним задацима, везаним за наставне садржаје 
трећег и четвртог разреда нема Диофантових једначина. 

          Једини наставни програм који експлицитно садржи материју везану за Диофа-
нтове једначине је програм математичке гимназије.175 Реализација садржаја о Диофант-
овим једначинама предвиђена је у наставниом програму  анализе са алгебром у другом 
разреду, где су Диофантове једначине једна од тема која се реализује у оквиру садржаја 
из теорије бројева. Конкретно су предвиђени садржаји о линеарној Диофантовој једна-
чини, о Питагориним тројкама, великој Фермаовој теореми и елементарним нелине-
арним диофантским проблемима    
 

5.1.2. ДИОФАНТОВЕ ЈЕДНАЧИНЕ У ДОДАТНОЈ НАСТАВИ 
 

     У додатној настави математике у основној школи Диофантове једначине се 
практично раде од самог почетака реализације додатне наставе, дакле од четвртог 
разреда и то у оквиру теме ''Бројевни ребуси – дешифровање операција''.176 У петом 
разреду  Диофантове једначине се у додатној настави реализују кроз садржаје везане за 
дељивост и просте бројеве. Диофантове једначине су присутне и у шестом разреду када 
се Диофантове једначине решавају у проблемима везаним за разломке и целе бројеве.  

        У седмом разреду садржаји о Диофантовим једначинама се реализују у 
примени проблема везаних за степеновање (коришћење последње цифре) и примени 
растављања полинома (коришћење производа), али и у реализацији конкретне теме 
''Дељивост'' која се налази у програму додатне наставе. Кроз решавање Диофантових 
једначина се практично први пут уводи појам општег решења Диофантове једначине и 
приказују  Диофантове једначине са коначно, односно бесконачно много решења.    
                                                 
175     [5.50]  Настави програм математичке гимназије – Просветни гласник Републике Србије, број  
    7/1995 - стр. 29.   
176     Видети  [1.1.]  Андрић, Војислав – Методичка трансформација садржаја о Диофантовим  
         једначинама у основној школи (магистарски рад): Један од могућих програма реализације  
         садржаја о Диофантовим једначинамау додатној настави  математике  у основној  школи  
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5. Програмске основе  –  5.1.2.  Диофантове једначине у додатној настави 
 

          Међутим, Диофантове једначине се први пут експлицитно као наставна тема 
додатне наставе помињу тек у програму додатне наставе математике177 за осми разред. 
За реализацију наставне теме ''Диофантове једначине'' предвиђено је 4 часа. 
Предвиђени, као и додатни, часови се користе за упознавање талентованих ученика са 
линеарном Диофантовом једначином, једноставним системима линеарних 
Диофантових једначина и њиховим применама, затим са решавањем Диофантових 
једначина коришћењем количника, збира, неједнакости, дељивости... У неким школама 
се обрађују и садржаји о Питагориној једначини и броју решења неких једноставних 
Диофантових једначина.    

          Један од многих, могућих приступа реализацији садржаја о Диофантовим 
једначинама у додатној настави математике у основној школи дат је у [1.1.].178 

      У програму додатне наставе математике за гимназије и средње стручне школе 
Диофантове једначине су заступљене у првом и другом разреду,179 а у свим разредима 
је одвојен простор за припрему ученика за математичка такмичења и за примену 
рачунара  што су такође добре прилике за рад на Диофантовим једначинама.  

            У првом разреду средње школе је предвиђена реализација сложенијих садржаја 
о линеарној Диофантовој једначини, јер елементарна знања ученици имају из основне 
школе. Међутим, у првом разреду се, с обзиром на повећано искуство ученика у врше-
њу алгебарских трансформација, детаљно обрађује и примена алгебарских трансформа-
ција на решавање сложенијих нелинеарних Диофантових једначина.  

    У другом разреду средње школе програм додатне наставе предвиђа реализацију 
садржаја о нелинеарним Диофантовим једначинама и за то су предвиђена четири наста-
вна часа. Дати простор се користи за решавање неелементарних квадратних Диофан-
тових једначина, једначина које се на њих своде, као и експоненцијалних Диофантових 
једначина, јер ученици имају искуства са квадратним и експоненцијалним једначинама.  

     Програм додатне наставе за трећи и четврти разред средње школе не предвиђа 
садржаје о Диофантовим једначинама. Међутим, у школама које организовано раде са 
даровитима у трећем разреду се простор који је у програму додатне наставе дат теми 
''Рекурентне формуле'' користе да се укаже на Пелову једначину и њено решавање, а 
простор намењен  ''Методу координата'' да се прикаже како се метод координата може 
применити на решавање неких класа Диофантових једначина.  

          У четвртом разреду се тема додатне наставе ''Кратак преглед историје мате-
матике'' користи за упознавање ученика са еволуцијом идеја о Диофантовим једначи-
нама и за причу о Фермаовом проблему.  
                                                 
177  [ 5.51. ]  Настави програм математичке за основну школу у Републици Србији – ''Архимедес'' -             
        Београд, 1991. – стр. 16 – 18. 
178  Видети  [1.1.]  Андрић, Војислав – Методичка трансформација садржаја о Диофантовим  
        једначинама у основној школи (магистарски рад): Један од могућих програма реализације  
    садржаја о Диофантовим једначинамау додатној настави  математике  у основној  школи 
179  [ 5.49.]  Настави програм математике за гимназије у Републици Србији  - ''Архимедес'' –  
       Београд, 1991.  -  стр. 13 – 18. 
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5. Програмске основе  –  5.1.3.  Диофантове једначине у осталим програмима за обдарене 

 

5.1.3. ДИОФАНТОВЕ ЈЕДНАЧИНЕ  
У ОСТАЛИМ ПРОГРАМИМА ЗА ОБДАРЕНЕ 

 

      Диофантове једначине су садржај који је, поред редовне и додатне наставе, 
веома присутан и веома популаран и у другим облицима рада са даровитима.  

           Диофантове једначине су обавезни део програма математичких такмичења у 
нашој земљи.180  И то не само део програма него и врло фреквентан садржај такмичења, 
јер ретко да буде година, а да се на неком од нивоа такмичења не појаве Диофантове 
једначине.  

        Први пут се један диофантски проблем појавио на нашим такмичењима, на  
7. Савезном такмичењу у Београду 1966. године. Задатак је био за трећи разред и 
гласио је: ''Одредити четвороцифрени број који је потпун квадрат и код кога су прве 
две цифре једнаке и последње две цифре једнаке''. Диофантове једначине су се на репу-
бличким такмичењима појавиле на 11. Републичком такмичењу средњошколаца за  

2. разред, у Београду 1969. године: ''Разломак  
140
281   представити као збир три разломка 

чији су бројиоци и имениоци једноцифрени бројеви''.  

            Диофантове једначине су као наставна тема присутне и у програмима летњих и 
зимских школа младих математичара с тим што су летње школе школе идеалне за 
семинарски приступ овој материји,181  јер се у више часова може реализовати практи-
чно читав један свеобухватан курс са довољно пажње и за теорију и за примере који 
илуструју разматране теоријске поставке. У зимским школама садржаји о Диофантовим 
једначинама су углавном у функцији припреме ученика за математичка такмичења.  

 Садржаји везани за Диофантове једначине су веома добро заступљени и у мате- 
матичкој литератури,182 математичким часописима,183 као и у програмима градских 
школа за талентоване ученике или истраживачким радовима ученика. 184  

                                                 
180  Видети  4. Програм математичких такмичења средњих школа 
181   Аутор овог рада је у летњој школи младих математичара у Петровцу на мору, 1991. године  
        реализовао један такав, целовит програм. Видети:  5: Програм семинара ''Нелинеарне  
     Диофантове једначине''   
182   Видети [5.48.] Владимир Мићић, Зоран Каделбург, Душан Ђукић:  Увод у теорију бројева -  
        Друштво математичара Србије – Београд, 1989. или [5.53.] Ратко Тошић, Вања Вукосављевић:   
        Елементи теорије бројева “Алеф” – Нови Сад, 1995. 
183    Видети [5.47] Војислав Андрић:  Број решења Диофантове једначине х2 – у2 = n -  
        Часопис “Тангента” - бр 16-4/99. 
184  Видети [5.52.] Младен Пантић (ученик 2. разреда Ваљевске гимназије):  Диофантова једначина  
        ах2 + by2 = cz2 и њена решења (рад на смотри истраживачких радова ученика – Лозница, 2005.)  
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5. Програмске основе  –  5.2.  Настава о Диофантовим једначинама у свету 

 

5.2. НАСТАВА О ДИОФАНТОВИМ ЈЕДНАЧИНАМА У СВЕТУ 
       

        Садржаји о Диофантовим једначинама су присутни у раду са младим матема-
матичарима у свим земљама које учествују на ИМО.  

 На математичким такмичењима у свету Диофантове једначине се први пут 
појављују 1905. године на олимпијади у Мађарској. У ствари ради се о систему Диофа-
нтових једначина, а задатак конкретно гласи: Одредити потребан и довољан услов да 
систем једначина  х + ру = n,   x + y = pz има решења у скупу целих позитивних бројева 
(x, y, z), при чему су n и p дати природни бројеви. Доказати да број таквих решења не 
може бити већи од 1.   

  На ИМО Диофантова једначина је први пут била међу шест датих задатака већ 
на 2. ИМО – 1960. године у Румунији. Формулација задатка је била: Одредити све 
троцифрене бројеве који при дељењу са 11 дају број који је једнак збиру квадрата 
цифара полазног броја. 

            Преглед конкретне заступљености садржаја о Диофантовим једначинама у 
наставним програмима неких земаља у свету допринеће да се боље сагледају светска 
искуства у овој области:185 

           У Словенији186 садржаји о Диофантовим једначинама нису садржани у програ-
мима редовне наставе у основним и средњим школама. Међутим, Диофантове једна-
чине су присутне у програмима додатне наставе и у основној и у средњој школи, а има 
их и у програмима такмичења,187 па према томе и на такмичењима и у основној и у 
средњој школи. Организовани рад на плану Диофантових једначина почиње на узрасту 
15-16 година. У току свог математичког образовања телентовани ученици се упознају 
са линеарним Диофантовим једначинама, Питагориним тројкама, Пеловом једначином, 
... Садржаји везани за Диофантове једначине су присутни и у образовању наставника, 
који у току студија немају посебну обуку за рад са талентованим ученицима. 

        У Босни и Херцеговини187 је слична ситуација, с тим што садржаја о Диофа-
нтовим једначинама нема једино у програмима редовне наставе у основним школама. У 
програмима математичко-информатичких гимназија,188 али и програмима додатне 
наставе и математичким такмичењима и у основној и средњој школи Диофантове једна-
чине су присутне. Ученици имају  14-15 година када се почиње са радом на Диофанто-
вим једначинама. Програми рада са даровитима подразумевају обраду линеарних 
Диофантових једначина, Питагориних бројева, Пелове једначине, нелинеарних и експо-
ненцијалних Диофантових једначина. 

                                                 
185    Истраживање заступљености садржаја о Диофантовим једначинама извршено је на основу  
        упитника који је дат у Прилогу  6.  
186    Податке о настави Диофантових једначина у Словенији добијени су захваљујући помоћи   
        проф. др Петера Легише из Љубљане. Видети и програм такмичења - Прилог 7.   
187    Податке о заступљености садржаја о Диофантовим једначинама у БИХ (упитник +  
        додатни подаци) доставио проф. др Шефкет Арсланагић из Сарајева  
188  Видети Прилог 8. – Програм информатиче гимназије у Босни и Херцеговини. 
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       Будући наставници математике у току студија имају и садржаје о Диофантовим 
једначинама, а тек последњих неколико година чују и нешто на тему ''Рад са даровитим 
ученицима''.  

   У Хрватској189 садржаји о Диофантовим једначина нису присутни у програмима 
редовне наставе у основној школи, а нису ни у програмима математичких такмичења. 
Иначе Диофантове једначине као наставна тема присутне су у програмима додатне 
наставе и у основним и средњим школама. Када је већ реч о средњим школама, у 
појединим усмерењима садржаји везани за Диофантове једначине присутни су и у 
програмима редовне наставе, а Диофантове једначине се често налазе у избору задатака 
за математичка такмичења средњошколаца. Ученици прва знања о Диофантовим једна-
чинама добијају са 14-15 година, а касније, у раду са даровитима заступљене су лине-
арне Диофантове једначине, садржаји о Питагориним бројевима, нелинеране Диофа-
нтове једначине, Пелова једначина... Будући професори математике у току сту-дија 
обавезно имају садржаје везане за Диофантове једначине. На наставничким факул-
тетима рад са даровитима је присутан као обавезна наставна тема. 

 У Мађарској190 је ситуација са садржајима о Диофантовим једначинама веома 
добра. У програмима редовне наставе математике у основној школи нема садржаји о 
Диофантовим једначинама. Међутим, Диофантове једначине као наставни садржај су 
присутне у редовној настави математике у средњим школама, као и у додатној настави 
математике и математичким такмичењима и у основним и средњим школама. Ученици 
се са Диофантовим једначинама срећу на узрасту од  14 година. Од садржаја се ради све 
што је примерено даровитима, дакле, линеарне Диофантове једначине, садржаји о 
Питагориним бројевима, нелинеране Диофантове једначине, Пелова једначина и други 
садржаји. На факултетима који припремају будуће наста-внике садржаји о 
Диофантовим једначинама су саставни део програма. За рад са обдаренима, наставници 
се на факултету посебно не припремају, али се интензивне припреме  наставника за овај 
важан посао чине у посебним летњим универзитетима у току летњег распуста.. 

 У Бразилу191, je стање сасвим другачије у односу на европске земље и о 
заступљености Диофантових једначина у наставним програмима у редовној и додатној 
настави, програмима математичких такмичења у основним и средњим школама нема ни 
говора. Даровити се са Диофантовим једначинама први пут сусрећу у 17-18 години. 
Диофантове једначине се изучавају у току студија математике, а са будућим професо-
рима се посебно не разговара на тему рада са даровитима.  

                                                 
189    Упитник са подацима о ситуацији у Хрватској доставио је др Жељко Хањш из Загреба 
190  Подаци из Мађарске су добијени од колеге Hraskó Andrásа из чувене Fazekas Mihály School,  
       Budapest (andras@hrasko.com) 
191    Податке о стању у Бразилу добијени су од проф Јоze Muaro Carlosa.  
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 У Канади192 садржаји о Диофантовим једначинама нису заступљени у раду са 
младим математичарима у основним школама ни у једном од истраживаних облика 
рада (редовна и додатна настава и математичка такмичења). Међути, у средњој школи 
Диофантове једначине су саставни део наставних програма и за редовну наставу (у 
појединим школама) и додатну наставу, а има их и у програмима и на математичким 
такмичењима средњошколаца. Ученици се са основним појмовима везаним за Диофа-
нтове једначине сусрећу после 12 године, а у току образовања у средњој школи са њима 
се раде линеарна Диофантова једначина, Питагорина и Пелова једначина и друге 
нелинеарне Диофантове једначине. Студенти математике у току студија уче о Диофант-
овим једначинама, али не и о раду са даровитим ученицима.  

    У Белорусији193 у редовној настави математике у основним и средњим 
школама Диофантове једначине нису заступљене. Међутим у осталим облицима рада 
Диофантове једначине су присутне већ од узраста 13-14 година, када почиње 
организован рад у додатној настави у основним школама. Касније су садржаји о 
Диофантовим једначинама присутни и на математичким такмичењима, а потом и у 
средњој школи и у додатном раду и на такмичењима. Ради се на линеарним 
Диофантовим једначинама, Питагориним тројкама, Пеловој једначини и осталим 
нелинеарним Диофантовим једначинама. За будуће професоре математике садржаји о 
Диофантовим једначинама су обавезни део наставе, али се темама о раду са обдаренима 
на факултету углавном не поклања нека већа пажња..   

 У Украјини194 је ситуација скоро идентична са Белорусијом, само што се са 
даровитим на плану Диофантових једначина почиње да ради нешто раније у 11-13 
години, али не у редовној настави. Диофантове једначине су предмет обраде у 
реализацији додатне наставе и припреме ученика за такмичења и у основној и у 
средњој школи. Као обавезни присутни су садржаји о линеарним Диофантовим 
једначинама и Питагориној једначини, док Пелова једначина и друге нелинеарне 
једначине нису обавезни део програма и обрађују се од места до места, зависно од 
афинитета наставника и интересовања ученика. И у Украјини студенти математике у 
току факултетског образовања имају прилику да се сусретну са садржајима о 
Диофантовим једначинама, али немају прилику да се детаљније упознају са основама 
рада са даровитима.      

 Ако се рад са даровитима у  Белорусији и Украјини упореди са Русијом, онда 
се види да је то скоро идентична поставка уз невелике и небитне специфичности.  

                                                 
192    Податке о стању у Канади доставиле су колегинице Олга Зајцева – Иврић из Торонта и Andy  
        Liu из Едмонтона . 
193    Податке о ситуацији у Белорусији доставио колега Комраков из Минска 
194  Податке о настави Диофантових једначина у Украјини доставили колеге Александер Беректеик  
        из Кракова и Алексеј Толпиго из Киева  
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      У Русији195 садржаји о Диофантовим једначинама нису присутни у основној 
школи ни у редовној настави, ни у додатној настави ни у програмима математичких 
такмичења. У средњим школама Диофантове једначине су саставни део програма и 
редовне и додатне наставе и програма математичких такмичења.  Са ученицима се на 
плану Диофантових једначина почиње да ради већ на узрасту од 11-12 година, а 
обухватају се сви садржаји примерени младим даровитим математичарима, дакле и 
линеарне и нелинеарне једначине (Питагорина, Пелова, Фермаова ...). На студијама се 
ради на плану Диофантових једначина, али не и на организованој обуци будућих 
професора за рад са даровитима у области математике.    

* 

      Компаративном анализом добијених података код нас и у свету се може закљу-
чити да када је у питању настава о Диофантовим једначинама у оквиру програма рада 
са даровитима ствари стоје овако: 

1) Садржаји о Диофантовим једначинама нису заступљени у наставним 
програмима редовне наставе у основној школи. 

2) Наставни садржаји о Диофантовим једначинама су заступљени углавном 
у програмима специјализованих математичких усмерења у средњој школи.  

3) Када је реч о додатној настави,  Диофантове једначине су обавезан наста- 
вни садржај додатног рада у средњој школи, а у основним школама је ситуација 
различита од земље до земље.  

4) Диофантове једначине и проблеми су прихватљив и чест материјал на 
математичким такмичењима и задаци су присутни и на такмичењима основаца и 
средњошколаца. 

5) Са ученицима се на тему Диофантових једначина почиње да ради на 
узрасту од 13-15 година у просеку. 

6) Најчешће заступљени садржаји рада о Диофантовим једначинама су: 

линеарне Диофантове једначине, Питагорини бројеви, Пелова једначина и остале 
нелинеране Диофантове једначине ... 

7) У скоро свим земљама садржаји о Диофантовим једначинама су засту-
пљени у образовању будућих наставника математике. 

8) О раду са даровитим ученицима у области математике на студијама мате-
матике се понегде говори, а негде не. 

9) За рад са даровитима у области математике наставници се припремају у 
току првих година рада у школама.  

                                                 
195    Податке о настави Диофантових једначина у Русији су дотавиле колегинице Татјана Кудик из  
        Омска и Надежда Василхина из града Кирова. 
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5.3. МАТЕМАТИЧКА ПРЕДЗНАЊА СРЕДЊОШКОЛАЦА 
 

 После сагледавања интелектуалног потенцијала који треба да поседује сваки 
ученик са којим ће се реализовати програм који третира овај рад и разматрања 
искустава о настави Диофантових једначина код нас и у свету, неопходно је оквирно 
анализирати и образовне потенцијале којима ученик располаже.196 Такав приступ 
програмирању садржаја који се предлажу за даљу методичку трансформацију је логи-
чан и рационалан, јер да би се ишло у проширивање и продубљивање знања, мора се 
знати шта је основа која се подразумева и од које се полази. 
 

5.3.1. ПРЕДЗНАЊА КОЈЕ ДАРОВИТИ ДОНОСЕ ИЗ ОСНОВНЕ ШКОЛЕ 
 

 У V и VI разреду основне школе ученици добијају знања везана за елементарну 
теорију бројева, пре свега за садржаје о дељивости бројева, простим и сложеним 
бројевима, делиоцима бројева... Друга важна група предзнања односи се на добро 
познавање скупова природних, целих и рационалних бројева, њихових особина, 
операција које су у тим скуповима изводиве и једначина које су у њима решиве. 

 Набројаним садржајима се у току VII разреда, додају знања о квадрирању и 
кореновању, реалним бројевима, степенима бројева са природним изложиоцем и 
операцијама са њима и садржаји о полиномима, рационалним алгебарским изразима и 
њиховим идентичним трансформацијама. 

           Комплетирање садржаја се завршава у VIII разреду када се детаљно изучавају 
линеране једначине, неједначине и функције, системи линеарних једначина и 
неједначина, као и проблеми који се на њих своде. Наведени садржаји пружају сасвим 
солидну основу за рад на проучавању Диофантових једначина у основној школи.   

             Значајно упориште за реализацију садржаја везаних за Диофантове једначине 
представља и програм додатне наставе математике у основној школи.197   

              Овај програм дозвољава реализацију садржаја везаних за Диофантове 
једначине и у млађим разредима, јер бројевни ребуси (IV разред), проблеми дељивости 
(V разред), операције са разломцима (VI разред) омогућују пажљив рад са једначинама 
у којима има и више од једне променљиве.  

             Ипак највећи део услова за квалитетну реализацију садржаја о Диофантовим 
једначинама стиче се VII разреду, који садржи довољно простора за реализацију тема о 
овој проблематици. Наставне теме: Полиноми, Дељивост бројева, Низови, Питагорина 
теорема и Елементи комбинаторике су идеална прилика да се прича о Диофантовим 
једначинама пласира на најбољи могући начин. 

                                                 
196     Видети [5.45 ]  Наставни програм математике за основну школу - стр. 8-16. 
197     Видети програм додатне наставе у [5.40. ] стр. 16 – 18. 
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      Пуна слобода програмирања садржаја, без већих ограничења, добија се у VIII 
разреду када се Диофантове једначине, по први пут, и експлицитно помињу као могући 
наставни садржаји. У овом разреду, значајну помоћ реализацији садржаја о Диофа-
нтовим једначинама чине и наставне теме: Конгруенције по модулу, Решавање система 
линеарних једначина, Једначине, неједначине и функције са апсолутним вредностима, 
Неки елементарни проблеми екстремних вредности. 
 

5.3.2. ПРЕДЗНАЊА КОЈЕ ДАРОВИТИ ДОБИЈАЈУ У СРЕДЊОЈ ШКОЛИ 
 

           У I разреду средње школе ученици се упознају са математичком логиком и 
формалним основама математичког доказа (дефиниција, аксиома, теорема, доказ), 
употпуне своја знања о полиномима и њиховој факторизацији, значајно боље упознају 
алгебарске разломке и операције са њима и детаљно на елементарном нивоу изуче 
линеарне једначине и системе (без метода линеарне алгебре) и линеарне функције.   

            У другом разреду од садржаја значајних за изучавање Диофантових једначина 
треба поменути садржаје о степенима и коренима, квадратној функцији и квадратној 
једначини, као и једначинама које се на њу своде, ирационалним једначинама и 
експоненцијалним и логаритамским једначинама. 

       Трећи разред је карактеристичан по томе што нема садржаја директно везаних 
за Диофантове једначине, али има оних који се на ту материју наслањају. Зато треба 
поменути аналитичку геометрију и криве другог реда, али и математичку индукцију и 
рекурентне формуле и једначине. 

 С обзиром да се у IV разреду углавном изучавају садржаји везани за дифере-
нцијални и интегрални рачун, од садржаја који имају неку повезаност са Диофантовим 
једначинама може се издвојити само комбинаторика и њена веза са бројем решења 
појединих Диофантових једначина.198 

              У програмима додатне наставе математике, поред већ (у поглављу 5.2.) анали-
зираних садржаја који се директно односе на Диофантове једначине, у првом разреду се 
могу издвојити садржаји о доказу у математици (о директном доказу и доказу свођењем 
на противуречност), елементарној теорији бројева, полиномима, једначинама и неједна-
чинама. У другом разреду од садржаја додатне наставе треба поменути квадратне 
функције и једначине, ирационалне и експоненцијалне једначине и можда проблеме 
екстремних вредности. Програми додатне наставе за трећи и четврти разред  каракте-
ристични су по томе што у њима нема баш много садржаја који имају ближу везу са 
Диофантовим једначинама, сем система једначина и неједначина другог и вишег реда 
(трећи разред). 17 

                                                 
198   Видети:  [5.49.]  Наставни програм математике за гимназије у Србији  
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5. Програмске основе  –  5.4.  Могући наставни садржаји 

 

        Све напред изложено представља веома добру основу за квалитетан рад на 
продубљивању и проширивању знања ученика у области Диофантових једначина, али и 
обогаћивање методолошке базе ученика, па чак и за почетак увођења даровитих младих 
људи у основе истраживачког рада у области математике.  

     Корак који несумњиво води ка остваривању ових идеја је конципирање раци-
оналног наставног програма за проучавање Диофантових једначина у средњој школи, 
као интегралног дела осмишљеног и организованог програма рада са обдаренима за 
математику.      
             

5.4. МОГУЋИ  САДРЖАЈИ  РАДА  
 
         Полазну основу за дефинисање могућих садржаја рада са даровитима199 у 
области Диофантових једначина чине: изложене психолошке карактеристике дарови-
тих; компаративна анализа наставних садржаја о Диофантовим једначинама код нас и у 
свету; изложена математичка предзнања ученика који су завршили основну школу; 
знања и извесне методе за решавање Диофантових једначина које представљају део 
искуства ученика који даровити са собом доносе из основне у средњу школу. У 
претходним поглављима свестрано анализирана наставна материја се може поделити у 
неколико тематски повезаних целина: 

               Прва садржајна целина проистиче из чињенице да су после реализације наста-
вне материје о полиномима и алгебарским разломцима створени сви услови за реализа-
цију садржаја и о Диофантовим једначинама које се решавају методом коришћења 
разних алгебарских трансформација. Ова материја је веома подесна и за самосталан рад 
ученика, па чак и за извесне експерименте у области истраживачког рада ученика.  

           Друга тема проистиче из корелације са редовном наставом, кратка је и врло 
прихватљива и тиче се најједноставнијих Диофантових једначина – једначина са само 
једном непознатом и њихових примена.  

              Трећу групу садржаја чине теме чија реализација подразумева детаљније истра-
живање линеарних Диофантових једначина са две, три и више непознатих, затим 
система линеарних Диофантових једначина и њихових примена.   

       Четврту радну тему чине садржаји везани за квадратне Диофантове једначине 
са две, три и више непознатих  разних облика и истраживања која се тим поводом могу 
веома лепо извршити варирањем параметара и полазећи од конкретних, ка општијим  
једначинама. Овде се подразумевају и садржаји о Питагориној једначини и њеним 
применама на Херонове троуглове и друге квадратне Диофантове једначине и примена 
богатог репертоара претходно научених метода за решавање Диофантових једначина.  

                                                 
199   Под садржајима рада са даровитима не мисли се само на математичке садржаје, већ и на  
        методолошке, истраживачке, техничке и друге садржаје  



 12

5. Програмске основе  –  5.4.  Могући наставни садржаји 

 

          Следећу пету групу садржаја чине оне Диофантове једначине које се као и 
квадратне снажно наслањају на наставни програм редовне наставе. Ту се подразумевају 
теме: алгебарске Диофантове једначине чији је степен већи од 2, затим ирационалне и 
експоненцијалне Диофантове једначине.  

            Шеста група садржаја односи се на оно што превазилази ниво дефинисан прог-
рамом додатне наставе у средњој школи, али што сигурно не прелази интелектуални 
ниво даровитих за математику.  Дакле, ово је и највиши ниво и ту би се могло проучити 
опет неколико интересантних тема: Пелова једначина, примена метода координата у 
решавању Диофантових једначина, Фермаов проблем, историјски развој идеје о Диофа-
нтовим једначинама ... 

 Последња, седма тематска целина садржи материјал који није директно везан 
за Диофантове једначине, али јесте за нешто што је још важније - истраживачки рад 
даровитих. У то спадају конкретна питања, упутства и на њима засновано напредовање 
обдарених ка научном раду. Питања: Како се решава математички задатак? Како се 
користи литература (библиотека)? Како се користи интернет? Како се пишу матема-
тички текстови? Како се нешто истражује? Како се истражено претвара у мали истра-
живачки рад? су од велике важности за квалитет целокупног рада са даровитима.  

 
5.5. ЦИЉЕВИ  И  ИСХОДИ  

 

 У конституисању конкретног и квалитетног наставног програма за рад са даро-
витима у области Диофантових једначина први корак је дефинисање циљева и исхода 
тог рада. Циљеви и исходи осмишљеног и организованог рада са младим матема-
тичарима на плану Диофантових једначина формулисани су на основу претходно 
изложених истраживања и дати су у следећој табели: 

ИСХОДИ 
РБ ЦИЉЕВИ 

На крају реализације програма рада са даровитима на 
плану Диофантових једначина ученик ће: 

1.  
Овладавање методама за 
решавање Диофантових 
једначина 

▪ разумети појам Диофантове једначине и разликовати 
Диофантову једначину од једначине која то није 

▪ разумети и умети да примени методу разликовања 
случајева на решавање Диофантових једначина и 
друге проблеме 

▪ разумети и знати да примени методу алгебарских 
трансформација на решавање Диофантових 
једначина 

▪ умети да реши Диофантову једначину коришћењем 
производа и количника за трансформацију једначине 
у погодан облик 
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5. Програмске основе  –  5.5.  Циљеви и исходи 
 

 

ИСХОДИ 
РБ ЦИЉЕВИ 

На крају реализације програма рада са даровитима на 
плану Диофантових једначина ученик ће: 

1.  
Овладавање методама за 
решавање Диофантових 
једначина 

▪ умети да реши Диофантову једначину коришћењем 
збира 

▪ знати да реши Диофантову једначину коришћењем 
неједнакости 

▪ умети да реши Диофантову једначину коришћењем 
парности 

▪ знати да реши Диофантову једначину коришћењем 
дељивости 

▪ умети да реши Диофантову једначину коришћењем 
конгруенција 

▪ знати да примени метод дискриминанте на решавање 
Диофантових једначина 

▪ научити и знати да примени метод ''најмањег'' 
решења у решавању Диофантових једначина 

▪ упознати и умети да примени Диофантов метод за 
решавање неких класа Диофантових једначина 

2.  Решавање Диофантових 
једначина 

▪ умети да реши једноставнију Диофантову једначину 
са само једном непознатом 

▪ знати да реши једноставнију линеарну Диофантову 
једначину 

▪ умети да реши једноставнији систем линеарних 
Диофантових једначина 

▪ знати да реши неке класе квадратних Диофантових 
једначина 

▪ знати да добије опште решење Питагорине једначине 
и да га примени на решавање одговарајућих 
проблемских задатака 

▪ умети да реши једноставнију алгебарску Диофантову 
једначину степена већег од два 

▪ знати да реши једноставнију ирационалну 
Диофантову једначину 

▪ знати да реши једноставније експоненцијалне 
Диофантове једначине  

▪ научити и умети да примени алгоритам за решавање 
Пелове једначине 

▪ бити упознат са решавањем неких Диофантових 
једначина применом координатног метода 

▪ имати могућност да решава Диофантове једначине са 
математичких такмичења и олимпијада  

▪ бити упознат са великом Фермаовом теоремом и 
њеном еволуцијом 

▪ бити информисан о еволуцији идеја о Диофантовим 
једначинама у току историјског развоја математике  
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5. Програмске основе  –  5.5.  Циљеви и исходи 
 

 

ИСХОДИ 
РБ ЦИЉЕВИ 

На крају реализације програма рада са даровитима на 
плану Диофантових једначина ученик ће: 

3. 
Развијање способности за 
уочавање, формулисање, 
анализирање и решавање 
проблема 

▪ овладати општом методологијом решавања 
математичких проблема 

▪ анализирати проблем и уочити заједничке елементе 
са другим проблемима;  

▪ умети да рашчлани проблем на једноставније; 
▪ формулисати хипотезе о решењу проблема; 
▪ осмислити начине за проверавање хипотеза; 
▪ проверавати исправност етапа у решавању проблема, 

као и решења проблема у целини; 
▪ уочити и формулисати нове проблеме у вези са 

решеним;  
▪ знати да проблеми (генерално) не морају имати 

јединствено решење; 

4.  Истраживање неких класа 
Диофантових једначина 

▪ самостално истраживати Диофантову једначину  
х2 ± у2 =  n (n ∈ N) 

▪ самостално истраживати Диофантову једначину  
х2 + у2 + z2 =  n (n ∈ N) 

▪ самостално истраживати Диофантову једначину  
х2 + у2 = рz2   (p ∈ N) 

▪ самостално истраживати Диофантову једначину  
х2 + pу2 =  z2 (p ∈ N) 

▪ самостално истраживати Диофантову једначину  
х2 + у2 =  zn (n ∈ N) 

▪ самостално истраживати Диофантову једначину  
pх2 + qу2 =  z2 (p, q ∈ N) 

▪ самостално истраживати Диофантову једначину  
pх2 + qу2 = rz2 (p, q, r ∈ N) 

▪ самостално истраживати и друге Диофантове 
једначине  

▪ самостално истраживати неке Диофантове проблеме 
▪ формулисати неке нове Диофантове једначине и 

проблеме 

5.  Овладавање 
комуникацијским вештинама 

▪ бити оспособљени за интерактивну комуникацију  
међу собом, радовима, писмима, телефоном, 
интернетом 

▪ бити оспособљени за интерактивну комуникацију са 
својим професорима директно, писмима, телефоном, 
интернетом 

▪ бити оспособљени да комуницирају са другим 
наставницима лично, писмом, интернетом  

▪ бити оспособљени да комуницирају са математичким 
часописима за младе  
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  5. Програмске основе  –  5.6.  Наставни програм 

 
ИСХОДИ 

РБ ЦИЉЕВИ 
На крају реализације програма рада са даровитима на 
плану Диофантових једначина ученик ће: 

6.  
Увођење даровитих ученика 
у техничке детаље научно- 
истраживачког рада 

▪ научити како се формулишу решења конкурсних 
задатака за математичке часописе 

▪ усвојити методологију рада са математичком 
литературом 

▪ умети да самостално учи коришћењем  
математичке литературе 

▪ знати да сврсисходно користити библиотеку и 
медијатеку 

▪ умети да на интернету пронађе тражени садржај  
и да га на одговарајући начин меморише 

▪ знати да напише кратак математички текст на  
задату тему 

▪ усвојити све фазе истраживачког рада и усвојено 
користити при самосталним истраживањима  

▪ научити методологију писања математичких 
истраживачких радова 

 

5.6.  НАСТАВНИ ПРОГРАМ 
 

       Да би се предложени циљеви и исходи реализовали потребно је конструисати 
рационалан наставни програм водећи рачуна да се рад са даровитима одвија у току 
четири године колико траје средња школа и узимајући у обзир да се сви  наставни 
циљеви не реализују истовремено, али реализују координирано. Један од могућих 
програма предлаже се у следећој табели, при чему се поред садржаја који се предлажу 
за реализацију даје и кратка дидактичка анализа тих садржаја, са напоменом да је могућ 
и другачији приступ наведеним садржајима.   
.        

РБ САДРЖАЈ ДИДАКТИЧКА АНАЛИЗА  

1. 
Појам Диофантове једначине 
и решења Диофантове 
једначине  

Појам Диофантове једначине увести кроз примере 
водећи при том рачуна о њиховој разноврсности (по 
типу, по броју променљивих, по степену...), али 
указујући и на постојање диофантских проблема које 
тек треба моделирати у Диофантову једначину. 
Посебну пажњу посветити појму решења Диофантове 
једначине и на примерима приказати Диофантове 
једначине које немају, имају коначно и бесконачно 
много решења. Увести на конкретним примерима и 
појмове тривијалног, нетривијалног и општег решења. 
Потрудити се да ученици за све појмове нађу своје 
примере једначина и њихових решења.  
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5. Програмске основе  –  5.6.  Наставни програм 

 

2. 
Решавање Диофантових 
једначина методом 
разликовања случајева 

Метод разликовања случајева приказати као релативно 
општи метод за решавање Диофантових једначина, 
инсистирајући да је решење комплетно тек када се 
нађу сва могућа решења и докаже да других нема.  
Низом конкретних примера доћи до опште варијанте 
метода. Бирати једноставне примере који илуструју 
богатство идеја за разликовање случајева, јер времена 
да се ученици замисле како да разликују случајеве ће 
бити на претек у наредним темама. 

3. 
Решавање Диофантових 
једначина методом 
алгебарских трансформација  

Метод алгебарских трансформација треба приказати 
као примену метода разликовања случајева, али треба 
указати и на случајеве када алгебарске трансформације 
воде ка решењу без разликовања случајева. На 
једноставним конкретним примерима илустровати 
коришћење алгебарских трансформација да би се 
дошло до производа, количника, збира, ... као основе 
за разликовање случајева. Указати на дискриминанту, 
неједнакости,  дељивост и конгруенције и алгебарске 
трансформације које доводе до њих, као и њихове 
улоге у формирању класа за разликовање случајева. 
Посебну пажњу посветити коришћењу метода 
''минималног'' решења и Диофантовог метода као 
релативно општих метода којима се доказује да дата 
једначина нема решење, односно има бесконачно 
много решења (укључујући и долажење до општег 
решења). Код реализације појединих ''метода'' од 
ученика тражити и истраживање других, оригиналних 
могућности за добијање решења. 

4. Диофантове једначине са 
једном променљивом. 

Навести неколико примера Диофантових једначина и 
диофантских проблема са једном непозантом и указати 
на њихову важност. Посебно истаћи теорему о 
рационалним нулама полинома из ње извести 
алгоритам за решавање Диофантових једначина тог 
типа. Треба тежити да ученици малим истраживањем 
формулишу један број оригиналних Диофантових 
једначина и проблема са једном непознатом (на 
пример истраживати Диофантову једначину:  
хк + (х + 1)к  + ... + (х + n)к =  (х + n + 1)к ). 

5. 
Линеарне Диофантове 
једначине и системи и 
примери примене. 

Поред примера разних линеарних Диофантових 
једначина, треба приказати Ојлеров метод за решавање 
линеарних Диофантових једначина. Значајну пажњу 
посветити Диофантовој једначини ах + by = c. Дакле, 
потребаном и довољном услову да једначина има 
решење, алгоритму за добијање општег решења, вези 
између једначине и Еуклидовог алгоритма. Ученицима 
се може препоручити да коришћењем литературе 
самостално проуче системе линеарних Диофантових 
једначина, а онда искористити могућност и да неко од 
ученика о томе излаже осталима. Тежиште у раду на 
овој материји ставити на многобројне примене 
линераних Диофантових једначина и проблема и 
формулисање нових. 
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6. 
Неке квадратне Диофантове 
једначине и системи и 
примери примене 

Замисао је да се научене методе за решавање 
Диофантових једначина примене на решавање неких 
квадратних Диофантових једначина. Конкретно се 
мисли на једначине: х2 + у2 = n (n∈N); х2 – у2 = n (n∈N) 
х2 + у2 + z2  = n (n∈N); х1

2 + х2
2  + ... + хn

2 = n  (n∈N); 
Питагорине једначине   х2 + у2 = z2; затим једначина   
х2 + у2 + z2  = t2: х1

2 + х2
2  + ... + хn

2 = хn+1
2; х2 + у2 = 2z2; 

х2 + у2 = pz2;  х2 + pу2 = z2; pх2 + qу2 = z2; pх2 + qу2 = rz2 
и друге квадратне једначине и системе. У реализацији 
ових садржаја сем Питагорине једначине, сви остали 
садржаји не траже никаква теоријска разматрања, већ 
самосталан истраживачки рад ученика уз упутства и 
вођење наставника. Посебну пажњу у овим 
истраживањима треба посветити броју решења 
истраживаних једначина и примени Диофантовог 
метода на потпуну квадратну Диофантову једначину. 

7. 
Пелова једначина  
х2 – ру2 = 1 (р није квадрат 
природног броја) 

У оквиру ове теме треба доказати основну теорему о 
Пеловој једначини, тј. чињеницу да ако постоји једно 
нетривијално решење једначине, да онда постоји и 
бесконачно много решења. На основу доказане 
теореме треба извести, на један од могућих начина, 
рекурентне формуле које дефинишу сва решења 
Пелове једначине. У склопу примена Пелове једначине 
треба извести алгоритам за решавање једначине  
х2 – ру2 = к (к је неки цео број) и бар један пример 
практичне примене (на пример одговор на питање да 
ли је троугаоних бројева који су потпуни квадрати, 
коначно или бесконачно много). 

8. 
Алгебарске Диофантове 
једначине n – тог степена  
(n  ≥ 3) 

И ова тема је истраживачке природе и може се 
осмислити као ход кроз класе једначина:  х2 + у2 = zк;  
х2 + ук = z2; хк + ук = z2; х2 + у2 + z2 = t3; х3 + у3 + z3 = t2; 
х3 + у3 + z3 = t3 ...  Варијација на дате теме је много и 
ово је добра прилика да ученици своја истраживања о 
овим и другим класама претворе, ако не у мале 
истраживачке радове, онда бар у текстове за школске 
математичке часописе. Наравно и овде треба водити 
рачуна о броју решења истраживаних једначина, као и 
о једначинама које сем тривијалног немају друга 
решења (напр. х3 + 2у3 + 4z3 = 0). 

9. Ирационалне Диофантове 
једначине  

Ова материја у суштини није нова и представља добру 
прилику да се идентичним алгебарским 
трансформацијама (водећи рачуна о условима 
трансформисања) од полазне ирационалне Диофантове 
једначине добије неки од већ познатих типова 
једначина. Ирационалне Диофантове једначине 
пружају могућност и да се пласирају неки проблеми са 
математичких такмичења и олимпијада. И овде је 
могуће истраживање неких класа једначина и броја 
њихових решења. Конкретно се мисли на једначине 

nyx;nyx =+=+ , њима сличне 
једначине и њихова уопштења. 
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10. Експоненцијалне 
Диофантове једначине  

Експоненцијалне Диофантове једначине су садржај 
који као и претходни пружа могућност за увежбавање 
усвојених метода решавања Диофантових једначина, 
посебно методе раздвајање случајева коришћењем 
производа и конгруенција. Ученици се могу упутити 
на истраживање усмерено ка формулисању нових 
диофантских проблема истраживањем једначина: 
х2 +1 = ру; х2 -1 = ру (р је прост број), х2 +1 = nу;  
х2 - 1 = nу (n је природан број) ... 

11. 
Решавање Диофантових 
једначина координатним 
методом 

Идеја је да се општа алгебарска једначина другог 
степена са две непознате посматра у координатној хОу 
равни, да се на погодан начин трансформацијом 
координатног система (транслацијом или ротацијом) 
доведе на облик једноставнији за решавање и да се 
потом добијена решења инверзним трансформацијама 
врате у првобитну ситуацију.  

12. Велика Фермаова теорема 

Теорему која је 358 година била предмет 
истраживачких напора многих математичара (и 
аматера) треба приближити ученицима прегледом 
догађања која су претходила Фермаовој хипотези и 
мукама које су потом настале у проналажењу тог 
Фермаовог ''једноставног'' доказа. Ова материја је 
погодна за самосталан рад ученика на добијању 
потребних информација из литературе и са интернета. 
Довољно је приказат и доказ велике Фермаове теореме 
за n = 4.   

13. 
Диофантове једначине са 
математичких такмичења и 
олимпијада 

У програмима додатне наставе математике један део 
часова резервисан је за припрему ученика за матема-
тичка такмичења и то је згодна прилика да се уради и 
по неки лакши или тежи проблем са такмичења или 
олимпијада. Ученицима унапред треба дати задатке, 
како би самосталним радом, међусобним интеракти-
вним радом,  консултацијом литературе или интернета 
дошли до решења. То је и прилика да се инсистира на 
коректном излагању и писању добијеног решења.  

14. Разни диофантски проблеми 

У литератури је присутан читав низ диофантских 
проблема везаних за одређивање бројева који имају 
(не)одређени број цифара и имају захтеване особине. 
Међутим, постоје и други диофантски проблеми које 
треба узети у обзир, решити и покушати формулисати 
сличне. На пример: Познато је да је  
32 + 42 = 52; 202 + 212 = 292; 1192 + 1202 = 1692 ...Да ли је 
број Питагориних троуглова код којих су катете 
узастопни природни бројеви коначан или бесконачан? 

15. 
Осврт на развој идеја о 
Диофантовим једначинама 
кроз историју 

Еволуција идеја о Диофантовим једначинама 
заслужује да јој се посвети извесна пажња. У том 
смислу је неопходно да ученици самостално или у 
групама истраже, а заједнички изложе неколико тема: 
Развој Диофантових једначина до Диофанта; 
Диофантова ''Аритметика'', Фермаов проблем; Десети 
Хилбертов проблем.  
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